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Recenzja pracy doktorskiej do rozprawy Pana magistra Krzysztofa
Krawczyka pt. ,,Concentration and stability of solutions to
aggregation-diffusion equations”.

Pan Krzysztof Krawczyk od pazdziernika 2022 roku pelni funkcje asystenta na Wydziale
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego. Na tym samym uniwersytecie w
2019 roku uzyskat tytut magistra matematyki stosowanej, a tematem jego pracy byta ana-
liza lepkiego réwnania Burgersa. Jest wspoétautorem publikacji naukowej opublikowanej
w Journal of Evolution Equations w 2021 roku (wspoélnie z S. Cyganem, G. Karchem i
H. Wakui). Pan magister Krawczyk uczestniczyl w siedmiu konferencjach lub szkotach
naukowych, w tym w jednych zagranicznych warsztatach. Jego zainteresowania badawcze
koncentruja sie na réwnaniach rézniczkowych i ich zastosowaniach w matematyce stoso-
wanej, szczegdlnie w modelowaniu zjawisk biologicznych i fizycznych.

W przedlozonej rozprawie doktorskiej Pan magister Krzysztof Krawczyk analizuje
rozne rodzaje rownan agregacji-dyfuzji (ADE), ktore modeluja rozklad gestosci obiektow
(takich jak czastki) w czasie, uwzgledniajac wplyw nielokalnych interakcji oraz nieliniowe;
dyfuzji. Réwnania te stanowig ciaggly opis dynamiki uktadoéw czastek, w ktorych kazda z
nich jest opisana przez swoje potozenie oraz ped. Rozprawa sktada sie z czterech rozdzia-
tow, z czego pierwszy pelni role wprowadzenia, a trzy kolejne prezentuja matematyczne
wyniki dotyczace réznych typow rownan ADE. W rozdziale drugim autor rozwaza réwna-
nie ADE z jadrem w postaci funkcji potegowej, w trzecim — stacjonarne rownania ADE,
a w czwartym — paraboliczno-eliptyczny uktad réwnan rézniczkowych znany jako model
Kellera-Segela. Czwarty rozdzial przedstawia jedynie rezultaty, ktére autor wniést do opu-
blikowanej pracy, wspoltworzonej z trzema wspotautorami.

Omoéwienie zawartosci pracy

W Rozdziale 2 rozprawy autor rozwija teorie LP dla rownan agregacji-dyfuzji (ADE) po-
staci
uy — eAu =V - (uVWy*u) t>0,rcR?,

gdzie jadro W} opisujace interakcje ma postaé¢ potegowa Wy (z) = |z|*/k dla k € (0,1), a
e > 0 jest wspotezynnikiem dyfuzji. Szczegbdlnym obiektem zainteresowania jest zachowa-
nie rozwigzan dla matych wartosci dyfuzji €. Gtéwne wyniki tego rozdziatu to:

e Globalne w czasie istnienie nieujemnych rozwigzan i ich ograniczono$¢ w normie L”
(Twierdzenie 2.7).

e Zjawisko koncentracji masy — przy odpowiednich zalozeniach na dane poczatkowe,
dla malych wartosci € rozwigzania radialne gromadza istotng czes¢ catkowitej masy



w malych otoczeniach zera (Twierdzenie 2.12). Jest to jakosciowy opis osobliwosci,
jakie powstaja w przypadku braku dyfuzji (réwnanie agregacji).

Wyniki przedstawione w Rozdziale 2 stanowia uogdlnienie idei badanych wczesniej w lite-
raturze, w tym réwniez przez promotora rozprawy, dla przypadku k = 1. Autor pokazuje,
ze globalne w czasie rozwiazanie pozostaje regularne i zachowuje dobre wtasnosci dla
kazdego ustalonego £ > 0, jednak mimo to obserwuje sie¢ zjawisko koncentracji masy.
Oznacza to, ze rozwiazanie u. zaczyna skupiaé sie na coraz mniejszych obszarach. Dowod
istnienia rozwigzan zostal oparty na twierdzeniu Banacha o punkcie stalym, natomiast
analiza zjawiska koncentracji wykorzystuje techniki oparte na oszacowaniach momentow
oraz oszacowaniach a priori. Na zakoinczenie rozdziatu autor bada potencjalna zbieznosé
rozwigzan do stanu stacjonarnego, analizujac odpowiednie momenty rozwigzania. Wy-
kazano, ze zachowanie rozwigzan dla duzych czaséow, ktore mimo globalnego istnienia i
ograniczonosci p-norm nadal wykazuja istotny efekt agregacji, a rozwigzania radialne nie
zanikaja do zera, gdy t — 4o00.

Rozdzial ten jest, moim zdaniem, napisany poprawnie pod wzgledem matematycznym.
Zauwazytem jednak jedng niejasno$é, ktora nie wydaje sie trywialna do rozwiazania. W
dowodzie Twierdzenia 2.12 autor korzysta ze wzoru na catkowanie przez czesci, jednak w
zadnym miejscu nie wyjasnia, co dzieje sie z "catkami brzegowymi". Dodatkowo stata w
formule (2.34) wydaje sie inna.

W Rozdziale 3 autor bada alternatywna metode dowodzenia istnienia stanéw stacjonar-
nych dla problemu:

u — Au™ =V - (uVWyxu) t>0, 2R, (1)
Wi(z) = |z|¥/k dla k > 0, d > 1 oraz m > 1 to znaczy istnienie rozwigzan dla problemu
Au™ +V - (uVWyxu) =0 z€R?. (2)

W Sekeji 3.2 wykazano, ze przy odpowiednich zalozeniach stacjonarne réwnanie (2) mozna
przeksztalci¢ do postaci umozliwiajacej zastosowanie metod punktu statego. Jest to nowe
podejscie w poréwnaniu do dotychczasowych metod opisanych w literaturze. Autor za-
uwaza jednak, ze w szczegbdlnym przypadku m = 11 k = 2 twierdzenia Banacha i Schau-
dera nie znajduja zastosowania. Dalej w Sekcji 3.2.3 wyprowadzono jawne wzory rozwia-
zan w kilku przypadkach dla stacjonarnego réwnania (2). Dodatkowo pokazano, ze przy
pewnych zatozeniach na funkcje u, réwnanie to jest réwnowazne nieliniowemu réowna-
niu catkowemu Fredholma drugiego rodzaju, dla ktérego znane sa bezposrednie metody
rozwigzywania. W Sekcji 3.3 autor analizuje rozwigzania, ktore zostaly nazwane sign-
changing, korzystajac z rownania Burgersa w przypadku d =m =k = 1.

W Rozdziale 4 autor przedstawia wyniki dotyczace uproszczonego paraboliczno-elipty-
cznego ukladu Keller-Segela w przestrzeniach L) (RY) (jednostajnie lokalne przestrzenie
Lebesguea), ktore zostaly juz opublikowane w artykule [42]|. Sekcja 4.2 zawiera szczego-
towy opis wylacznie tych wynikow, ktore stanowity wktad autora do wspomnianej publi-

kacji. Dotycza one zlinearyzowanego problemu:
u — Au+AAK xsu=0 t>0,zecR?,

z warunkiem poczatkowym u(0,z) = vo(z), gdzie A € R jest dowolna stala, a K jest
funkcja Bessela. Operator A — AAK* mozna wyrazi¢ za pomocg transformaty Fouriera



(formuta (4.6)). Dla kazdego A € R domknigcie operatora A — AA K« w normie LF(R9)
generuje analityczng pétgrupe na LP(RY) dla kazdego p € [1, c0). Gléwnym wynikiem tej
sekcji sa oszacowania typu LP-L9 (1 <¢<p<oo) tej polgrupy dla A € [0,1) (Twierdze-
nie 4.9). Dodatkowo oszacowania to pozostaja prawdziwe réwniez dla A < 0. Rezultat ten
odgrywa kluczows, role w dowodzie stabilnosci stalych rozwigzan WSpomnianego uprosz-

czonego uktadu Keller-Segela, bedacego jednym z gtéwnych wynikow opublikowanej pracy
[42].

Ocena pracy

Mimo drobnych uwag dotyczacych Rozdziatu 2 uwazam, ze praca Pana magistra Krzysz-
tofa Krawczyka zostala napisana poprawnie pod wzgledem matematycznym. Na szcze-
goélne wyréznienie zastuguje wynik uzyskany w tym rozdziale, dotyczacy zjawiska kon-
centracji masy, ktory stanowi istotny krok w kierunku opisu zachowania rozwigzan dla
k € (1,2). Dla tego zakresu parametréw weigz brakuje szczegotowych analiz w litera-
turze. Chociaz rezultat ten nie zostat wezesniej opublikowany, mozna, przypuszczaé, ze
srodowisko badawcze zajmujgce si¢ tg tematyks spodziewalo si¢ takiego wyniku, jednak
dotad nikt nie przeprowadzit odpowiedniej analizy. W zwigzku 7 tym uznajg ten wynik za
nowy 1 istotny. W rozprawic zostalo to wykonanc w sposob clegancki i przcjrzysty. Przy-
kladem tej elegancji moze by¢ dowsd Propozycji 2.1, w ktérym autor, definiujge funkcje
dwéch zmiennych, w klarowny sposéb dobiera wyktadniki wywodzace si¢ z nieréwnosci
interpolacyjnych.

Na podkreslenie zasluguje rowniez fakt, ze Jawne rozwigzania uzyskane w Rozdziale 3
majg istotne znaczenie praktyczne, zwlaszcza w kontekscie weryfikacji doktadnosci metod
numerycznych stosowanych do rozwigzywania problemu (1). Warto réwniez zauwazyé, ze
w Zalgczniku A autor zamiescil kod numeryczny, ktéry umozliwia aproksymacje niekto-
rych stanow stacjonarnych.

Jak juz wezesniej wspomniatem, Rozdzial 4 przedstawia wylacznic wktad autora w
prace opublikowang w renomowanym czasopismie naukowym. 7 tego wzgledu rozdzial ten
zawiera nowe rezultaty, ktore stanowig istotny wklad w rozwazang przez autora tematyke.

Podsumowujac, stwierdzam, ze rozprawa doktorska Pana magistra, Krzysztofa Kraw-
czyka spelnia, wymagania okreslone w art. 187 ust. 1 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. —
Prawo o szkolnictwie wyzszym 1 nauce. Praca zawiera nowe, wartoSciowe wyniki naukowe,
Swiadczy o samodzielnogci badawczej autora oraz w pelni spetnia ustawowe i ZWYCzajowe
wymogi stawianc pracom doktorskim. W zwiazku z powyzszym wnosz¢ o dopuszczenie
rozprawy do dalszych etapow przewodu doktorskiego oraz do publicznej obrony.
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