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Rozdzial 1

Cel rozprawy

Celem niniejszej rozprawy jest analiza perkolacji hipersfer w modelach wielowy-
miarowych dla wymiaréw od 3 do 5.

Punktem wyjscia przeprowadzonej przeze mnie analizy sa dane pochodzace z sy-
mulacji komputerowych rozpatrywanego modelu zdyskretyzowanych hipersfer na sie-
ciach hiperszesciennych. Aby umozliwié¢ przeprowadzenie takich symulacji dla odpo-
wiednio duzych systemoéw, musiatem zaprojektowaé wydajne struktury danych zawie-
rajace informacje o badanych hipersferach i potaczeniach miedzy nimi. Konieczne byto
zoptymalizowanie tych struktur pod wzgledem ilosci zajmowanej pamieci oraz szyb-
kosci dostepu do przechowywanych w nich danych. Ponadto, ze wzgledu na bardzo
duze rozmiary badanych hipersfer, opracowatem wydajne algorytmy do wypelnienia
tych struktur danymi.

Wykorzystujac dane z przeprowadzonych symulacji Monte-Carlo wyznaczytem
warto$ci wyktadnika krytycznego dtugosci korelacji v dla rozpatrywanych wymiaréw
oraz progéw perkolacji dla perkolacji hipersfer o réznych srednicach.

Nastepnie wykorzystatem otrzymane wartosci krytyczne dla skoriczonych hipersfer
do wyznaczenia wartosci progéw perkolacji nachodzacych na siebie hipersfer w przy-

padku ciaglym w wymiarach 3, 4, i 5, w granicy S$rednicy hipersfery k& — oo.






Rozdzial 2

Perkolacja

2.1 Wstep

Perkolacje sg procesami, ktore pokazuja jak zestaw prostych regut moze prowa-
dzi¢ do powstawania skomplikowanych systemow. W dalszej czedci tego rozdziatu
wyjadnitem czym sa procesy perkolacji, oraz, na prostym przyktadzie, pokazatem spo-
soOb w jaki mozna przeprowadzac¢ symulacje takiego procesu na dwuwymiarowej sieci
kwadratowej. W kolejnych podrozdziatach zamie$citem przyktady wielkosci, ktorych
uzywa sie do opisywania systemow, w ktorych bada sie perkolacje. Nastepnie opisatem
ich zachowanie w momencie powstawania struktury perkolujacej. Wtedy to wtasnie
mozna zaobserwowaé najciekawsza wlasciwos¢ omawianych systeméw, czyli przejscie
fazowe, w poblizu ktorego sa one opisywane prawami potegowymi z uniwersalnymi

warto$ciami wyktadnikow krytycznych.

Rozdzial 3 zawiera opis metod stosowanych w analizie proceséw perkolacji, z kto-
rych skorzystalem podczas badania perkolacji hipersfer. Poniewaz do badania per-
kolacji przy uzyciu metod Monte—Carlo konieczne jest wykonanie symulacji jak naj-
wiekszych uktadow w mozliwie krotkim czasie, w jednym z podrozdziatow opisatem
wydajny algorytm, ktory to umozliwia.

W rozdziale 4 zaprezentowalem analize perkolacji hipersfer w 3, 4 i 5 wymiarach.
Sktada sie ona z opisu algorytmu, wraz z zastosowanymi w nim optymalizacjami,
dzieki ktoremu bytem w stanie przeprowadzi¢ wiele symulacji powstawania struktur

perkolujacych w skoniczonych uktadach zdyskretyzowanych hipersfer. Nastepnie za-
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2.2. PERKOLACJA WEZLOW

prezentowalem sposob w jaki, na podstawie wynikow przeprowadzonych przeze mnie
symulacji, wyznaczytem, miedzy innymi, wartosci progéw perkolacji dla przypadku

cigglego.

2.2 Perkolacja wezléw

Jednym z najprostszych modeli perkolacji jest model oparty na sieci kwadratowej,

takiej jak widoczna na Rysunku 2.1a.

c)p=0,4

Rysunek 2.1: Przyklady wypelnienia sieci kwadratowej o rozmiarze 20 x 20 dla réznych
wartodci prawdopodobienistwa wypelnienia pola p. Najwickszy klaster jest zaznaczony kolo-

rem czerwonym.

Kazde z pol poczatkowo pustej sieci wypelniamy z pewnym, ustalonym prawdo-

podobienstwem p. W wyniku takiej procedury moga pojawi¢ sie grupy wypelnionych
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ROZDZIAYL 2. PERKOLACJA

pol przylegajacych do siebie bokami. Takie potaczone pola tworza klastry. Dla matych
warto$ci prawdopodobieristwa wypetnienia pola p powstanie kilka matych klastrow.
Jednak gdy bedziemy powtarza¢ nasza procedure dla coraz wiekszych wartosci p,
bedziemy dostawiaé¢ uktady zawierajace coraz wiecej klastrow. Wraz z dalszym wzro-
stem prawdopodobienistwa zapelnienia pola klastry beda wieksze, ale bedzie ich mniej.
W koricu, przy odpowiednio duzym prawdopodobienstwie p powstanie klaster, ktory
potaczy ze soba wszystkie brzegi rozpatrywanej sieci. Taki klaster, nazywany klastrem

perkolujacym, zostal pokazany na Rysunku 2.1d.

Teraz mozemy zadac¢ sobie pytanie:
,Jaka jest minimalna wartos¢ prawdopodobieristwa wypelnienia pola sieci, przy ktorej
moze powstaé klaster perkolujacy?”.

Szukane prawdopodobienistwo nazywamy prawdopodobieristwem krytycznym lub
progiem perkolacyi i oznaczamy jako p.. W celu jego znalezienia, musimy generowac
uktady z coraz wickszymi wartosciami prawdopodobienstwa p i dla kazdego z nich

sprawdzac¢ czy nie powstal klaster perkolujacy.

W zwiazku z tym, zZe sieé¢ jest wypelniana w sposoéb losowy, kazde powtorzenie opi-
sanego procesu moze da¢ inny wynik. Z tego powodu musimy wykonaé¢ wiele symulacji
(im wiecej, tym wyniki beda bardziej doktadne), w wyniku ktorych otrzymamy nie
konkretna wartos¢ szukanego progu perkolacji, a prawdopodobieristwo wystapienia

perkolacji dla roznych wartosci prawdopodobienistwa wypelnienia elementu sieci.

Wykresy prezentujace zaleznos¢ prawdopodobienistwa powstania klastra perkolu-
jacego od prawdopodobienistwa wypelnienia elementu sieci, dla r6znych rozmiaréw
sieci, pokazane sa na Rysunku 2.2. Wida¢ na nim, ze zalezno$¢ ta ma postac¢ funkcji
sigmoidalnej, ktora staje sie coraz bardziej stroma wraz ze wzrostem wielkosci ukta-
du. Mozna oczekiwaé, ze w granicy termodynamicznej, czyli w granicy nieskoriczonego
uktadu, pojawi sie przejscie fazowe — nieciggtos¢ w punkcie p.. Z tego powodu naj-
bardziej interesujace bytyby wyniki symulacji na sieci nieskoriczonej, ktorej jednak nie
jestedmy w stanie przeprowadzi¢. Na szczescie, dzieki zastosowaniu szybkich kompute-
row 1 zoptymalizowanych algorytméw, mozemy prowadzi¢ symulacje coraz wiekszych

systemow, co daje nam coraz doktadniejsze wyniki.

Obecnie znana warto$é¢ progu perkolacji dla sieci kwadratowej wynosi [1]:

pe = 0,59274605079210(2). (2.1)
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2.2. PERKOLACJA WEZLOW
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Rysunek 2.2: Zalezno$¢ prawdopodobienistwa powstania klastra perkolujacego od prawdo-
podobieristwa zapelnienia pojedynczego elementu sieci dla sieci kwadratowych L x L o r6z-

nych rozmiarach. Dane z 1000 symulacji dla kazdej zaprezentowanej wartosci L.

Przedstawiony powyzej model perkolacji na sieci kwadratowej nazywany jest zwy-
kle perkolacjg weztdw (ang. site percolation). Nazwa ta odnosi sie do innej repre-
zentacji opisanego uktadu. Zamiast uktadu potaczonych brzegami kwadratowych pol,
mozemy wyobrazi¢ sobie sie¢ sktadajaca sie z przecinajacych sie ze soba pionowych
i poziomych linii. Punkty ich przecie¢, czyli wezty sieci, ktére moga by¢ wypelnione
lub puste, odpowiadaja kwadratowym polom, a odcinki taczace wezty sa odpowied-
nikami wspolnych krawedzi taczacych te pola. Obie te reprezentacje sa topologicznie
rownowazne. W dalszych czesciach bede uzywal wymiennie pojeé¢ wezet sieci lub ele-
ment sieci, prezentujac rysunki wybranych uktadéw w postaci przylegajacych do siebie

kwadratowych pol, ze wzgledu na ich wieksza czytelnosc.
Perkolacja weztéw, poza zaprezentowanym powyzej przyktadem sieci kwadratowej,

moze byé¢ badana takze na sieciach o innych topologiach — na przyktad sieciach

trojkatnych czy szesciokatnych. Mozna takze rozpatrywaé sieci wielowymiarowe.
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2.3 Perkolacja na sieci wigzan

Innym dwuwymiarowym modelem, czesto stosowanym do analizy perkolacji, jest
model sieci wigzan (ang. bond percolation). W modelu tym rozpatrujemy krawedzie
taczace wezty rozpatrywanej sieci. Kazda z krawedzi reprezentuje potaczenie miedzy
dwoma punktami, ktére moze by¢ otwarte z prawdopodobieristwem p lub zamkniete
z prawdopodobienistwem 1 — p. Polaczone ze soba otwarte potaczenia tworza klastry.
Wraz ze wzrostem wartosci prawdopodobienistwa p, klastry sa coraz wieksze, a przy
wartosci krytycznej p. powstaje klaster perkolujacy, ktory taczy przeciwlegte brzegi
uktadu. Przyktady perkolacji wiazan, dla réoznych wartosci prawdopodobienistwa p,

na sieci kwadratowej przedstawia Rysunek 2.3.

a)p=0 b) p=0,187

c)p=0,374 d) p=0,563

Rysunek 2.3: Przyktady perkolacji wiazan na sieci kwadratowej o rozmiarze 20 x 20 dla
roznych wartosci prawdopodobienistwa wypelnienia wiazania p. Na kolorowo oznaczone sa

otwarte wigzania. Zaznaczone na czerwono tworza najwiekszy klaster.
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Tak zdefiniowana perkolacja na sieci wigzan, jest mniej ogélna od perkolacji we-
ztow. Wynika to z tego, ze kazdy model perkolacji wigzan moze by¢ przedstawiony
za pomoca rownowaznego mu modelu perkolacji weztow na innej sieci. Natomiast

nie kazdemu modelowi sieci weztéw odpowiada model sieci wigzan [2].

2.4 Warunki brzegowe

Tak jak wspomnialem wczesniej, celem przeprowadzania symulacji na coraz wiek-
szych systemach jest uzyskanie zachowania jak najbardziej zblizonego do przypadku
nieskoniczonego. Jednak nawet bardzo duze modele skonczone réznia sie od uktadu
nieskonczenie duzego. Jedna z gléwnych réznic pomiedzy nimi jest wystepowanie
brzegow. W sposéb oczywisty zachowanie si¢ uktadu na brzegach rézni sie od jego
zachowania we wnetrzu. Aby zminimalizowa¢ wplyw brzegéw na wyniki uzyskane
z symulacji, zwykle stosuje sie modele z cyklicznymi warunkami brzegowymi.

W takim modelu zaklada sie, ze dwa przeciwlegte brzegi sa ze soba potaczone.
W przypadku dwuwymiarowym, po potaczeniu brzegéw w obydwu kierunkach, roz-
patrywany uktad staje sie torusem na powierzchni ktérego nie wystepuja brzegi. Roz-
patrujac taki uklad musimy przyja¢ nowa definicje klastra perkolujacego, poniewaz
nie mozemy juz wymagac¢ aby laczyl on nieistniejace brzegi.

Mozna na przyktad przyjaé, ze za klaster perkolujacy uznajemy klaster opasuja-
cy uktad (ang. wrapping cluster). Jest to klaster, wewnatrz ktorego istnieje droga,

po ktorej mozna przechodzi¢ wokot uktadu.

2.5 WielkoS$ci opisujace perkolacje

W celu scharakteryzowania stanu badanego uktadu stosuje sie rézne wielkosci.

Ponizej podatem kilka z nich, wraz z opisem.

e P, (p) — Sita klastra perkolujacego (ang. strength of the percolating cluster)

Prawdopodobieristwo tego, ze wybrana losowo komoérka nalezy do nieskonczo-
nego klastra perkolujacego, dla prawdopodobienstwa zapetienia pojedynczej

komorki sieci wynoszacego p.

12
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e {(p) — Dlugosé korelacji (ang. correlation length).

Ponizej progu perkolacji, czyli dla p < p. jest to Srednica typowego klastra
w systemie, a powyzej p. typowa wielko$¢ obszaru zlozonego z sasiadujacych
ze sobg, niezapelnionych elementéw sieci. Dla p > p,, € jest wiec skala wielkosci,

powyzej ktorej system jest makroskopowo jednolity.

e ny(p) — Znormalizowana Srednia liczba klastrow wielkosci s.

Dla uktadu sktadajacego sie z M elementéw sieci, i danego prawdopodobienistwa
zapetienia komorki sieci p, mozemy policzy¢ $rednig liczbe klastrow sktadaja-
cych sie z s komorek. Po podzieleniu otrzymanej wartosci przez wielkos¢ sieci M
otrzymujemy znormalizowana §rednig liczbe klastrow wielkosci s przypadajaca

na jedna komorke sieci.

e S — Srednia wielkos¢ klastra (ang. mean cluster size).

Jest to $rednia liczba elementow sieci nalezacych do klastra zawierajacego losowo
wybrang komorke:

g5 = Zastns(p) (2.2)

Y sns(p)

e ¢ — Stopien zapelnienia (ang. volume fraction).

Poziom zapelnienia sieci zdefiniowany jako:
©=nv/V, (2.3)

gdzie n jest liczba zapelnionych weztow sieci, v jest objetoscia pojedynczego
wezla sieci, a V objetoscia calej sieci. Srednia wartosé ¢, przy ktorej powsta-
je klaster perkolujacy, oznaczamy jako ¢, i nazywamy krytycznym stopniem

zapelnienia (ang. critical volume fraction) lub po prostu progiem perkolacji.

e 7 — Gestos¢ liczbowa (ang. reduced number density).

W modelach perkolacji obiektéw o objetosci V, (naktadajacych sie lub nie),
poziom wypelienia systemu mozemy opisa¢ przy pomocy gestosci liczbowej

zdefiniowanej jako:

n=NV,/V, (2.4)

gdzie N jest liczba obiektow dodanych do systemu, a V' catkowita objetoscia

systemu.

13



2.6. UNIWERSALNE WYKLADNIKI KRYTYCZNE

Zwigzek pomiedzy stopniem zapelnienia ¢ i gestoscia liczbowsa 7, obowiazujacy

w granicy termodynamicznej, opisuje ponizsze rownanie [3]:

¢ =1—exp(—n). (2.5)

2.6 Uniwersalne wykladniki krytyczne

Jedng z najbardziej interesujacych i jednoczesnie najwazniejszych wtasciwosci pro-
cesow perkolacji jest ich zachowanie w poblizu progu perkolacji, gdzie wartosci wielu
z charakteryzujacych perkolacje wielko$ci mozna opisa¢ za pomocg prawa potegowego.
Co jest najwazniejsze, wyktadniki krytyczne charakteryzujace te prawa, maja wartosci
uniwersalne — zalezne jedynie od liczby wymiaréw systemu. Oznacza to, ze zachowa-
nie sie systemu w poblizu progu perkolacji nie zalezy od jego struktury, ani od tego
czy rozwazamy np. perkolacje na sieci wigzan czy perkolacje weztow.

Ponizej przedstawiam przyktady, obowigzujacych w poblizu progu perkolacji p.,

praw potegowych z uniwersalnymi wyktadnikami krytycznymi:

e Wyktadnik Fishera 7

Rozktad znormalizowanej, sredniej liczby klastrow ng(p) w progu perkolacji p,.

opisany jest prawem potegowym z wyktadnikiem 7:

ns(pe) ~ s (2.6)

e Wyktadnik

Wyktadnik krytyczny () zwiazany jest z poprawkami do skalowania skoinczo-
nego rozmiaru, ktore sa opisane w rozdziale 3.1. Wystepuje on, na przykitad,

w rozwinieciu rozkladu ng(p,.):
ne(pe) ~ s~ 7(1+ As™), (2.7)

gdzie A jest stala, a s — oo.
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e Wyktadnik o

Ponizej progu perkolacji p < p. nie istnieje nieskorniczony klaster perkolujacy.
W zwiazku z tym mozna wyznaczy¢ maksymalng wielko$¢ klastra s,,,q,. Wielko$é¢

ta jest opisana za pomoca ponizszego prawa potegowego:
Smam(p) ~ |p - pcl_l/g' (28)

o Wyktadnik g

Sita klastra perkolujacego P,, powyzej progu perkolacji opisana jest prawem

potegowym z wyktadnikiem f:
Pu(p) ~ (0 —pe)’. (2.9)

e Wyktadnik v

Wyktadnik krytyczny v jest zdefiniowany poprzez zachowanie dtugosci korelacji

w poblizu punktu krytycznego:
&(p) ~ Ip—pe ™" (2.10)

o Wykladnik v
Wartos¢ sredniej wielkosei klastra S(p) w poblizu progu perkolacji p. opisana

jest za pomoca prawa potegowego zawierajacego wyktadnik v:

Sp) ~Ip—pel - (2.11)

2.6.1 Wartosci wykladnikéw krytycznych

W Tabeli 2.1 przedstawitlem warto$ci wymienionych powyzej uniwersalnych wy-
ktadnikow krytycznych dla wymiaréw od 1 do 5. Znane doktadnie wartosci wyktadni-
kow dla wymiarow D =1 [4] i D = 2 [5] wyr6znilem pogrubiona czcionka. Wartosci
pozostatych wykladnikow zostaly okreslone na podstawie analizy wynikéow symulacji

Monte—Carlo.

15
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D|1 2 3 4 5
T |2 187/91 2,18909(5) 61 23142(5) 7 2419(1) 7
Q|- 72/91 0,77(3) " 0,4008 [l 0,210(2) 1l
o |1 36/91 0,4524(6) 19  04789(14) I 0,49396(13) !
B0 5/36 0,429(4) 0,658(1) 1] 0,8454(2) P!

1 4/3  0,8774(13) "1 0,6852(28) 1% 0,5723(18) [0
vy |1 43/18 1,78(3) 1 1,430(6) 1°! 1,1792(7) Pl

Tabela 2.1: Wartosci wyktadnikow krytycznych dla wymiaréw od 1 do 5.

2.6.2 Zwiazki pomiedzy wykladnikami krytycznymi

Opisane powyzej uniwersalne wyktadniki krytyczne nie sa od siebie niezalezne.

Zwiazki pomiedzy nimi, ktore zostaly opisane na przyktad w [5], sa nastepujace:

T—2
@:
o
3—71
’}/:
o
Bt+vy=—

264y T-1
UV = =
D Do

gdzie D oznacza liczbe wymiarow.

2.7 Inne modele perkolacji

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Opisane powyzej przyktady perkolacji na sieciach wezlow czy wiazan sa jedny-

mi z prostszych. Zagadnienie perkolacji jest duzo bardziej ztozone i obejmuje badanie

wielu réznych modeli, na przyktad zawierajacych obiekty o réznych ksztattach i orien-

tacjach oraz w réznych liczbach wymiaréw. Rozpatrywane sa takze modele na sieciach

o roznych topologiach oraz ciaggle, nieoparte na sieciach.
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Jednak, pomimo wielu lat badan i rozwoju teorii perkolacji, bardzo malo ma-
my doktadnych, analitycznych wynikéw. W przypadku progu perkolacji takie warto-
Sci sg znane tylko dla malej ilosci najprostszych modeli. Naleza do nich: perkolacja
w jednym wymiarze, w przypadku ktorej w sposob oczywisty widac, ze p. = 1 oraz
modele perkolacji na sieciach trojkatnych, gdzie p. = 1/2 w przypadku sieci weztow
i p. = 2sin(7/18) dla sieci wigzan [5]. W przypadku wartosci wykladnikow krytycz-
nych, ktore przedstawitem w Tabeli 2.1, jedynie wyniki dla liczby wymiarow D = 1
oraz D = 2 sa znane dokladnie.

Zdecydowana wickszos¢ znanych wartosci progéw perkolacji czy wyktadnikéw kry-
tycznych zostata wyznaczona za pomoca symulacji Monte-Carlo i jest znana z pewng
ograniczona dokladnoscia.

7 powyzszego wynikaja dwa wazne wnioski:

e Wciaz jest miejsce na rozw6j nowych metod numerycznych i algorytmow.

Pozwalaja one, miedzy innymi, poprawia¢ doktadnosé¢ dotychczas znanych wiel-
kosci oraz badaé¢ systemy coraz bardziej ztozone, coraz wicksze lub modelowaé

je w wiekszej liczbie wymiarow.

e Kazdy nowy rezultat analityczny ma duza wartosé.

W szczegdlnosci moze on potwierdzié¢ lub nie, wnioski z symulacji Monte—Carlo.
Przyktadem takiego wyniku jest stwierdzenie o mozliwosci powstania klastra
perkolujacego w modelu dtugich igiet na dwuwymiarowej sieci. Wyniki z symu-
lacji coraz wiekszych systeméw sugerowaly, ze po przekroczeniu pewnej diu-
gosci igly, zawsze dojdzie do zablokowania (nie bedzie juz miejsca na dodanie
do systemu kolejnej igly) zanim powstanie klaster perkolujacy. Dopiero dowod
analityczny, ktory zaprezentowatem wspoélnie z dr hab. Grzegorzem Kondratem
i prof. Zbigniewem Koza w artykule [11] pokazal, ze w takim modelu, niezaleznie

od rozmiaru igly, zawsze moze powstac klaster perkolujacy.

W symulacjach komputerowych czesto stosowane sa modele losowej, sekwencyjnej,
adsorpcji obiektow (ang. Random Sequential Adsorption), w ktorych zamiast okre-
slania prawdopodobienistwa zapelnienia wezta, zapekia si¢ uktad dodajac do niego
kolejne obiekty w losowych miejscach. Modele takie wykazuja analogiczne przejscie

fazowe i charakteryzuja sie (w granicy duzych ukladow) takimi samymi wartosciami
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2.7. INNE MODELE PERKOLACJI

progéw i wyktadnikéw krytycznych jak modele z prawdopodobienistwem zapelnienia.
Jednoczesnie, co opisatem w rozdziale 3.3, pozwalaja one na przeprowadzanie wydaj-
niejszych symulacji. Taki wlasnie model zastosowatem w przypadku badania perkolacji

hipersfer.
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Rozdzial 3

Opis wybranych metod numerycznych

Ponizej zamiescitem opis kilku wazniejszych metod numerycznych, ktore sa sto-
sowane w badaniu proceséw perkolacji. Sa to metody, ktorych uzytem w analizie

perkolacji hipersfer, ktorej doktadny opis zawartem w rozdziale 4.

3.1 Poprawki do skalowania skonczonego rozmiaru

W granicy termodynamicznej, prawdopodobienistwo istnienia klastra perkolujace-
go wynosi 0 dla prawdopodobieristwa zapeklienia pojedynczego elementu sieci p po-
nizej progu perkolacji p. i 1 powyzej p.. W przypadku uktadow skonczonych, przebieg
funkcji zaleznosci prawdopodobienstwa perkolacji od wartosci p jest rozny dla réznych
wielkosci uktadu, co pokazatem, dla réznych sieci kwadratowych, na Rysunku 2.2.
7 widocznych na nim wykresow widac¢, ze jesli wybierzemy pewng wartos¢ prawdo-
podobienstwa perkolacji, wynoszaca 7 z zakresu 0 < 7 < 1, to wartosci prawdopodo-
bienistwa p odpowiadajace 7, zblizaja sie do wartosci krytycznej p. wraz ze wzrostem
wielkosci uktadu L. Jezeli prawdopodobienstwo zapelnienia pojedynczego elementu
sieci dla sieci o boku L, odpowiadajace wartosci 7 oznaczymy jako pr(7), to mozemy

to zapisac jako:

pr(T) —pe — 0, L — 0 (3.1)

Znajomos¢ zaleznosci pr(7) od L pozwolitaby na wyznaczenie progu perkolacji p.,

na podstawie wynikéw symulacji przeprowadzonych dla réznych rozmiaréw uktadu L.
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3.2. WIELKI UKLAD KANONICZNY

Autorzy artykutu [12] wyprowadzili zaleznos¢ w postaci:
p(T) — pe ~ L~EFY) (3.2)

dla przypadku klastra opasujacego dwuwymiarowa sie¢ kwadratowa i szczegdlnej war-
tosci T wynoszacej 7F = 0, 521058290. Korzystajac z takiej zaleznosci byli oni w stanie
wyznaczy¢ bardzo doktadna warto$¢ progu perkolacji dla badanego systemu, wyno-
szaca p. = 0,59274621(13). Jest to bardzo doktadny wynik, jednak zaleznosé¢ 3.2
ma zastosowanie jedynie dla opisanego systemu i znanej w jego przypadku dokltadnej
wartosci 7*.

Bardziej ogolna postac zaleznosci py(7) od L, obowiazujaca dla dowolnej wartosci
0 < 7 < 1, zostala zaproponowana przez autoréw artykutlu [13], i jest ona opisana

rownaniem:
pL(T) = pe + L_l/”[AO(T) + 141(7')171 + AQ(T)L_Q + ..+ AM(T)L_M] (3.3)

gdzie M jest parametrem odciecia. Zaleznos¢ ta zostata zweryfikowana dla opisa-
nego powyzej przypadku dwuwymiarowej sieci kwadratowej z klastrem opasujacym
sie¢. Otrzymana przy jej zastosowaniu wartosé¢ progu perkolacji p. = 0,59274675(88)

(dla 7 =0,9), jest zgodna z wartoscia wyznaczona w [12].

3.2 Wielki uklad kanoniczny

Z symulacji komputerowych, wykonywanych na sieciach o skoniczonych rozmia-
rach, sktadajacych sie z M komorek, dostajemy wartosci roznych interesujacych nas
wielkosci, dla konkretnych poziomoéw zapetnienia sieci, opisywanych przez liczbe za-
pelionych komorek sieci N. Wielkosciami tymi moga by¢ np. dtugo$é korelacji &y,
czy prawdopodobienstwo wystapienia perkolacji Py .

Jezeli oznaczymy interesujaca nas wielkos¢ jako ), to w wyniku przeprowadzonych
symulacji komputerowych, dostaniemy zbior dyskretnych wartosci {Qx}, czyli uktad
mikrokanoniczny.

Czesto jednak chcemy znaé zalezno$é interesujacej nas wielkosci od prawdopo-
dobienstwa p, w postaci ciagtej funkcji Q(p). Taki opis systemu nazywamy wielkim

uktadem kanonicznym.
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Opisany ponizej sposoéb na to jak mozna, majac uktad mikrokanoniczny danej
wielkosci, wyznaczy¢ jej opis w wielkim uktadzie kanonicznym zostal zaprezentowany
w artykule [14]. Warto zwrocié¢ tutaj uwage na to, ze jego autorzy opisany powyzej
wielki uktad kanoniczny nazywaja po prostu uktadem kanonicznym. Stosowana prze-
ze mnie nazwa — wielki uktad kanoniczny — pokazuje podobienstwo rozpatrywanego
modelu do uktadu czastek rozpatrywanego w fizyce statystycznej. Mozemy zatozy¢,
ze kazda zapelniona komorka sieci (lub wigzanie w przypadku perkolacji na sieci wig-
zani) w modelu perkolacji opisuje czastke, a N caltkowita energie uktadu, gdzie stosuje
sie wladnie takie nazewnictwo.

W przypadku perkolacji weztow, prawdopodobieristwo tego, ze na sieci o wielkosci

M jest doktadnie N wypelionych komorek, opisane jest przez rozktad dwumianowy:

B(M,N,p) = <M>pN(1 —p)Mr (3.4)

N

Zmajac uktad mikrokanoniczny danej wielkosci @), bedacy zbiorem jej wartosci
dla r6znych wartosci N: {Qn}, mozemy wyznaczy¢ jej wartos¢ w wielkim uktadzie

kanonicznym jako:

Qp) = % B(M,N,p)Qn = Xj\i: (%)p]\[(l —p)MNQy. (3.5)

=0

3.3 Wydajny algorytm symulacji

Standardowo, tak jak to opisalem w rozdziatach 2.2 i 2.3, trzeba przygotowac osob-
ne uklady z réznymi wartosciami prawdopodobienistwa zapetnienia elementu sieci p.
7 kazdego z nich dostaniemy wartosé¢ interesujacych nas wielkosci () dla pewnej licz-
by wypelnionych komérek N. Taka procedura wymaga bardzo duzo czasu i zasobow
obliczeniowych.

We wspomnianym powyzej artykule [14] zostal opisany wydajny algorytm, ktory
pozwala na przyspieszenie symulacji wykorzystywanych podczas badania procesoéw
perkolacji. Zaproponowane w nim podejscie, ktére mozemy zastosowac zeby otrzymac
uktady z N z zakresu od 0 do pewnej maksymalnej wartosci, polega na zapelnianiu

kolejnych, losowo wybranych weztéw uktadu zaczynajac do pustej sieci. Po kazdym
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3.3. WYDAJNY ALGORYTM SYMULACJI

kroku takiej symulacji dostaniemy interesujaca nas warto$é¢ dla danego N, co wczesniej
wymagalo stworzenia i przeanalizowania catego uktadu.

Ponadto, ze wzgledu na niewielkie réznice pomiedzy stanem badanego systemu
pomiedzy kolejnymi krokami algorytmu, mozemy w wydajny sposéb znajdowaé po-
wstajace klastry.

Po zapelieniu nowego wezta sieci sprawdzamy wezly z nim sasiadujace. W zalez-

nosci od wyniku tego sprawdzenia, mamy jedng z trzech mozliwosci:

e Jesli zaden z nich nie jest zapelniony, to nowo zapelniony wezel tworzy zaczatek

nowego klastra.

e W przypadku, gdy wszystkie z zapelnionych sasiednich wezléw naleza do tego

samego klastra, to dotaczamy do niego takze nowo wypekliony wezel.

e Gdy zapelnione sasiednie wezly naleza do wielu klastrow, to wybieramy jeden
z nich, przylaczamy do niego nowo wypelniony wezet oraz cate klastry, do kto-

rych nalezg pozostali sasiedzi.

Jest to algorytm typu Union/Find, czyli zapewniajacy wydajny sposob sprawdzenia,
czy dwa elementy naleza do tego samego zbioru oraz operacje taczenia dwoch zbiorow
w jeden.

W przypadku gdy nowo wypelniony wezet zostanie przytaczony do wczesdniej ist-
niejacego klastra, musimy tez sprawdzi¢ czy nie powstal klaster perkolujacy. Sposob
w jaki nalezy to zrobi¢ zalezy, miedzy innymi, od sposobu w jaki zdefiniujemy perko-
lujacy klaster i od warunkéw brzegowych.

Opisana powyzej metoda symulacji perkolacji ma zlozonosé obliczeniowa O(N),
podczas gdy w przypadku tradycyjnego podejscia z powtarzaniem analizy systemow
dla poszczegolnych warto$ci p mamy do czynienia ze ztozonoscia rzedu O(N?). Jak wi-
da¢, zastosowanie opisanego algorytmu pozwala na znaczne przyspieszenie obliczen.

Rezultaty zastosowania takiego algorytmu pokazatem na Rysunkach 2.1 oraz 2.3,
ktore pokazuja przyktady réznych wartosci prawdopodobienstwa wypetnienia elemen-
tow sieci dla perkolacji weztow oraz wiazan. Wygenerowalem je dodajac kolejne ele-
menty do poczatkowo pustej sieci.

Do przeprowadzenia symulacji naktadajacych sie hipersfer uzytem opisanego po-
wyzej algorytmu, wzbogacajac go o szereg optymalizacji, ktore opisatem doktadnie

w rozdziale 4.2.
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3.4 Wylaczona objetosé

Zgodnie z teoria wylaczonej objetosci (ang. excluded volume theory) [15] [16],
prog perkolacji dla uktadu naktadajacych sie obiektéw moze by¢, w przyblizeniu, okre-
slony przy uzyciu Sredniej liczby potaczen z sasiednimi obiektami B, oraz wylaczonej
objetosci V,,:

n~ BV/V.,. (3.6)

W przypadku dyskretnym wytaczona objetosé dla obiektu jest liczba elementow
zbioru mozliwych potozeri innych obiektow, takich, ze bylyby one potaczone z wy-
branym. Wartos¢ B powinna by¢, w przyblizeniu, niezmienna dla pewnych syste-
moéw w momencie perkolacji [17]. W pracach [10] [18] zostato posrednio dowiedzione,
ze w przypadku perkolacji hipersze$ciandéw na sieci wartos$é ta nie zalezy od ich wielko-
Sci. Ponadto autorzy ustalili prosty zwiazek pomiedzy progiem perkolacji a wytaczona
objetoscia, dla obiektow o réznej wielkosci:

Vi

gdzie ¢F jest krytycznym stopniem zapelnienia hiperszescianéw o krawedzi k w gra-

In(1 — ©*) = const, (3.7)

nicy duzych systemow L — oo, V}, jest objetoscig hiperszescianu o krawedzi k, a Ve, 1

wytaczona objetoscia takiego hipersze$cianu. Dla hipersze$cianéw o krawedziach dtu-
gosci k mamy:

Vi = kP, (3.8)

Ve = (2k — )P 2k + 2D — 1). (3.9)

Autorzy prac [10] [18] zaobserwowali, ze wzgledny btad przyblizenia 3.7 dazy do zera

wraz z k — oo jak k=% z § = 3/2 dla wszystkich badanych wymiaréw D = 2, ..., 7.

Zastosowanie tej wlasciwosci pozwolito im uzyska¢ bardzo doktadne wartosci progow

perkolacji dla ciagtego przypadku zorientowanych (rownolegtych do siebie) hipersze-

Scianow.

3.5 Rozszerzone sasiedztwo

W tym rozdziale zaprezentowatem metode rozszerzonego sasiedztwa, ktora zostata
opisana w artykule [19]. Tutaj ograniczytem sie do przedstawienia jej na przyktadzie

sieci dwuwymiarowej — rozszerzenie go na inng liczbe jest oczywiste.
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Zwykle, rozpatrujac perkolacje na dwuwymiarowej sieci wigzan, dwie komorki sieci
uwazamy za bezposrednio ze soba potaczone jesli maja one wspolng krawedz. Mozna
jednak zastanowic¢ sie jak bedzie wygladal proces perkolacji w przypadku, gdy definicje
potaczenia komorek rozszerzymy na dalszych sasiadéw. W tym celu mozemy rozpatry-
waé rozne poziomy najblizszego sasiedztwa, zalezne od odlegto$ci miedzy komoérkami
sieci. Komorki oddalone od siebie o 1 jednostke sieci (j.s.) w linii prostej, czyli majace
wspolne boki sg najblizszymi sasiadami stopnia 1. Te oddalone o 2 j.s. najblizszymi
sasiadami stopnia 2, itd. Rozlozenie sasiadéow kolejnych stopni na dwuwymiarowe;j,

kwadratowej sieci zostato pokazane na Rysunku 3.1.

10 9 10
8 7 6 7 8
8 5 4 3 4 5 8
0 74 2 1 2 4 7 10
9 6 31 0 1 3 6 9
0 74 2 1 2 4 7 10
8 5 4 3 4 5 8
8 7 6 7 8
10 9 10

Rysunek 3.1: Polozenie najblizszych sasiadéw komorki 0 od stopnia 1 do 10.

Jesli zatozymy, ze kazda komorka ma potaczenie ze swoimi najblizszymi sasiadami
stopni od 1 do n, to liczbe komorek, z ktérymi jest ona potaczona nazywamy liczbg
koordynacyjng (ang. coordination number) i oznaczamy jako z. Liczbe najblizszych
sasiadow kolejnych stopni oraz wartosci catkowitej liczby koordynacyjnej zamiescitem
w Tabeli 3.1.

Za autorami publikacji [19], w ktorej zostata zaprezentowana opisywana tutaj me-
toda oraz wyniki, oznaczylem system oparty na kwadratowej sieci z sasiedztwem roz-
szerzonym na najblizszych sasiadéw stopni 11 2 na jako SQ-1,2, stopni 1, 2, 3 jako
SQ-1,2,3, stopni 1, 2, ..., n jako SQ-1,2,... n.

W celu wyznaczenia progéw perkolacji zaczynamy od przeprowadzenia serii symu-

lacji Monte-Carlo w interesujacym nas modelu z rozszerzonym sasiedztwem. Symula-
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Stopien sasiedztwa | Liczba sasiadow | Catkowita liczba koordynacyjna
1 4 4
2 4 8
3 4 12
4 8 20
5 4 24
6 4 28
7 8 36
8 8 44
9 4 48

10 8 56

Tabela 3.1: Liczba sgsiadéw i catkowita liczba koordynacyjna z dla najblizszych sasiaddow

stopnia od 1 do 10.

cje te dostarcza nam nastepujacych wartosci:

e P, — prawdopodobienistwo powstania klastra zawierajacego s lub wiecej ele-

mentow sieci,

e n4(p) — rozktad wielkosci klastrow, czyli znormalizowana liczba klastrow o roz-

miarze s.

W granicy, dla duzych wartosci s i malych (p — p.), gdzie (p — p.)s” jest stale,

zachowanie ny(p) opisane jest przez:

ns(p) & Aos™ " f(Bo(p — pe)s”), (3.10)

gdzie T i 0 sa wykladnikami uniwersalnymi, f(x) uniwersalna funkcja o wtasciwosci
f(0) =1, a wartosci Ay 1 By sa wspolczynnikami charakterystycznymi dla konkretne;j

sieci. Rozwiniecie réwnania 3.10 w szereg wokot p = p. daje nam:

) ) + (o= p) 2L

¥ (3.11)

Pe

Rozktad wielkosci klastrow w punkcie krytycznym przyjmuje wartosé:
ns(pe) = Ags™ " (3.12)
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Dla skonczonych wartosci s w puncie perkolacji p., musimy rozpatrzyé¢ poprawki

do ng(pe):
ne(pe) = Ags (1 + Cos % +..) (3.13)

Uwzgledniajac 3.13, rownanie 3.11 mozemy zapisaé jako:
ng(p) = Aps (1 + Cos™ 4+ ...) + (p — pe)Aos " f/(0) Bos” + ... (3.14)

Prawdopodobienistwo tego, ze dana komorka sieci nalezy do klastra o rozmiarze

rownym lub wiekszym od s opisuje réwnanie:

Poy=> s'ng (3.15)
Po uwzglednieniu 3.14 dostaniemy:
PZS ~ Z [Ao(Sl)l_T + A()CQ(S,)I_Q_T + (p — pc)Aof,(O)Bo(S,)1+o_T] (316)
Jesli przyblizymy sume catka:
e’} 00 :L,l—a 00 Sl—a
DS “Ydx = = 3.17
5,2(8 ) /s T Tl Ta-r (3.17)

to rownanie 3.16 mozemy zapisac¢ jako:

32_T 2—Q—T1 $2+cr—7'
Poyr —— + A)Co——— + AgBof'(0)(p — po) ———— 3.18
Mnozac réwnanie 3.18 obustronnie przez s7~2 otrzymamys:
sT 2 Ps, & Ayl + Cis~% + By(p — pe)s°], (3.19)

gdzie 7, 0 1 () sa uniwersalnymi wyktadnikami, a A;, B; i (| nieuniwersalnymi stalymi.
Z réwnania tego wynika, ze dla duzych s w punkcie perkolacji p., s™ 2Ps, bedzie
dazy¢ do wartosci statej. A wraz z oddalaniem sie p od p. bedzie sie od niej oddalac¢
w sposob liniowy.
Liniowa czesé krzywej s 2Ps staje si¢ pozioma wraz ze zblizaniem sie p do p..
Rozpatrujac rownanie 3.19 jako zaleznosé s™ 2P, od s7, mozemy wykorzysta¢ te wla-
Sciwo$é do wyznaczenia wartosci progu perkolacji p..:

d(ST_QPZS)

i~ Bi(p —pe) (3.20)

W przypadku dwuwymiarowym potrzebne wartosci wyktadnikéw krytycznych,

ktore mozna znalezé w Tabeli 2.1, sa znane dokladnie i wynosza 7 = 187/91 oraz
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o = 36/91. Mozemy wiec je wykorzysta¢ do wyznaczenia zaleznosci s™ 2Pss od s7.
Wykresy takich zaleznosci, dla sieci dwuwymiarowej i rozszerzonego sasiedztwa stopni
od 1 do 8 przedstawione zostaty na Rysunku 3.2. Zamieszczony na nim wewnetrzny
wykres przedstawia nachylenie liniowych czesci krzywych z gtéwnej czesci dla réznych
wartosci prawdopodobienistwa p. Mozna z niego otrzymac szukang wartos¢ progu per-

kolacji. W zaprezentowanym przypadku wynosi ona:
pe = 0,0957661(9). (3.21)

Widoczny na Rysunku 3.2 szybki wzrost wartosci s™ 2P, dla matych klastrow

wynika z czynnika s~ wystepujacego w réwnaniu 3.19.

1.0850
[ o
1.0843 |- * ¢
L ‘ — 7
o —XI X 4
1.0836 - = o
1.0829 T — ‘
P B
A 1.0822
N:L
“vn 1.0815 [
1.0808
—m— p=0.095763
—e— p=0.095765
1.0801 i A p=0.095766
—v— p=0.095767
1.0794 . . : : ® p=0.095769
30 40 50 60 70 80

Rysunek 3.2: Wykresy zaleznosci s™ 2P>; od s° dla SQ-1,2,...,8 dla réznych wartosci
p. Wewnetrzny wykres przedstawia nachylenie liniowych czesci krzywych z gtoéwnej czedci.

Rysunek pochodzi z artykutu [19].

Warto$¢ progu perkolacji p. mozna takze otrzymaé rozpatrujac zaleznosé s72Ps

od 57 dla duzych wartosci s. Z réwnania 3.19 wynika, ze dla p = p. zaleznoséé ta
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jest liniowa, a dla p # p, nieliniowa. Podobnie jak w poprzednim przypadku, doktadne
wartosci wyktadnikow krytycznych 7 = 187/91 1 2 = 72/91 sa znane i mozna ich uzy¢
do wyznaczenia opisanej zaleznosci.

Wykresy, ktore przedstawiaja te zaleznosci dla réznych wartosci p dla sieci dwu-
wymiarowej i rozszerzonego sasiedztwa stopni od 1 do 8 zostaly pokazane na Ry-
sunku 3.3. Mozna z nich wyznaczy¢ zakres, w ktéorym powinien sie znajdowaé prog
perkolacji:

0,095766 < p, < 0,095767 (3.22)

Otrzymany wynik jest zgodny z wartoscig krytyczna uzyskana poprzednio, wynoszacg

pe = 0,0957661(9).

1.0852
- —8— p=0.095763
1.0848 | —o— p=0.095765
i —A— p=0.095766
—v— p=0.095767
1.0844 - —&—p=0.095769
1.0840 |-
ﬁi N
A
1.0836 |
o -
“ 1.0832}
1.0828 |-
1.0824 |
10820 b—i o — 1
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025

-Q
S

Rysunek 3.3: Wykresy zaleznosci s™2Ps od s~ dla SQ-1,2,...,8 dla réznych wartosci
p. Rysunek pochodzi z artykutu [19].

Modele perkolacji z rozszerzonym sasiedztwem sa rownowazne odpowiednim mo-
delom perkolacji naktadajacych sie obiektéow sktadajacych sie z wielu komorek sieci.

Przyktadami takich modeli sa modele perkolacji naktadajacych sie obiektow, takich
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jak hipersfery, ktore opisalem szczegdétowo w rozdziale 4, albo takze kwadraty czy hi-
perszesciany opisane w [18]|. Autorzy tej pracy wyznaczyli wartosci progéw perkolacji
dla badanych modeli w postaci krytycznego stopnia zapetnienia ¢.. W przypadku mo-
deli kwadratow i szeScianéw o bokach dtugosci k jednostek sieci, prawdopodobieristwo

zapelnienia komorki sieci spetnia réwnanie
k _ kP
o =1—(1—pc)". (3.23)

Korzystajac z tego wzoru mozemy z progéw perkolacji ¢ policzyé¢ odpowiadajace

im prawdopodobienstwa krytyczne p. jako

pe=1—(1—¢f)/*" (3.24)

c

i poréwnaé¢ wyniki otrzymane za pomoca obydwu metod. Przyktady kilku takich po-

rownan przedstawitem w Tabeli 3.2.

Naktadajace sie obiekty Rozszerzone sasiedztwo

Obiekt De De Sasiedztwo De
2x2 | 0,58365(2) | 0,196724(10) | SQ-1,2,3.4 | 0,1967293(7)
3x3 |0,59586(2) | 0,095765(10) || SQ-1,2,...,8 | 0,0957661(9)

2x2x2|0,23987(2) | 0,033702(10) || SC-1,2,...,6 | 0,0337049(9)

Tabela 3.2: Poréwnanie progéw perkolacji p. wyliczonych na podstawie ¢, [18] dla modeli
naktadajacych sie kwadratow i szesciandéw z progami perkolacji wyznaczonymi z modeli roz-

szerzonego sasiedztwa [19].
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Rozdzial 4

Perkolacja hipersfer

W niniejszym rozdziale zaprezentowatem szczegoty oraz wyniki przeprowadzonych
przeze mnie badan perkolacji naktadajacych sie hipersfer w wymiarach od 3 do 5.

Bezposrednia inspiracja do przeprowadzenia takich badan byty prace [10] oraz [18],
w ktorych autorzy wyznaczyli wartosci progéw perkolacji oraz wyktadniki krytyczne
dla przypadku ciagtego perkolacji hiperszescianéw, obliczajac granice wartosci otrzy-
manych z coraz wiekszych systemoéw dyskretnych. Inne podejscie do badania perkola-
cji naktadajacych sie obiektow, z zastosowaniem rozszerzonego sasiedztwa, opisatem
w rozdziale 3.5. Zawiera on takze poréwnanie wynikéw otrzymanych dla perkolacji
szesciandw, z uzyciem obu metod.

Kolejng motywacja dla przeprowadzenia niniejszych badan byta, opisana w pra-
cy |10] obserwacja, iz wartos¢ wykladnika 6, opisujacego zbieznos¢ progu perkolacji
modeli dyskretnych hiperszescianéw, jest uniwersalna — niezalezna od liczby wymia-
row badanego systemu. W ramach przeprowadzonej przeze mnie analizy perkolacji
hipersfer takze podjatem probe potwierdzenia uniwersalnosci wartosci wyktadnika 6

w badanym przeze mnie przypadku.

4.1 Model

W badanym modelu wszystkie symulacje przeprowadzatem na D-wymiarowej sieci
majacej ksztalt hiperszescianu o boku dtugosci L jednostek sieci (D = 3,4,5). Poczat-

kowo pusta sie¢ stopniowo wypetniatem zdyskretyzowanymi hipersferami o srednicy
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rownej k statych sieci.

Warto tutaj zaznaczy¢, ze istnieje wiele metod na dyskretyzacje hipersfery. Zasto-

sowany przeze mnie sposob, opisatem doktadnie w rozdziale 4.2.1.

Hipersfery umieszczane byly w losowych pozycjach, tak ze mogly one na siebie
nachodzi¢. Jednak zadne dwie nie mogty zajmowacé¢ doktadnie tego samego miejsca.
Aby zredukowaé¢ wplyw skoriczonej wielkosci badanego systemu na wyniki, zalozytem
cykliczne warunki brzegowe — oznacza to, ze rozpatrywana sie¢ jest powierzchnig

(D + 1)—wymiarowego hipertorusa.

Hipersfery, ktére sa dodawane do ukladu, w pewnym momencie zaczna sie lg-
czy¢ tworzac klastry, przy czym dwie hipersfery uwazamy za potaczone, gdy dowolny
element sieci nalezacy do jednej z nich jest bezposrednio potaczony z dowolnym ele-
mentem sieci nalezacym do drugiej. Przy pewnym poziomie zapetienia sieci powsta-
nie klaster perkolujacy opasujacy sie¢. Przyktad tworzenia sie klastra perkolujacego

w opisanym modelu dla przypadku D = 2 zostal pokazany na Rysunku 4.1.

W przypadku k£ = 1 opisany model sprowadza si¢ do zwyklej perkolacji weztow,
takiej jak opisana w rozdziale 2.2, ale w wickszej liczbie wymiaréw. W granicy duzych

érednic hipersfer (k — oo) model opisuje perkolacje ciagtych hipersfer w RP.

Dla systemu o skoniczonej wielkosci, zawierajacego N obiektéw rozmieszczonych
w losowych miejscach, warto$¢ stopnia zapelnienia ¢ mozna policzy¢ przy uzyciu

ponizszego wzoru:

@:1—(1—2\;>V. (4.1)

Aby uzasadnié¢ jego poprawnosé, wybierzmy dowolny wezet sieci i rozwazmy zbior
wszystkich mozliwych potozen obiektow, ktore zawieraja w sobie ten wezet (takich po-
lozen jest dokladnie V). Zeby wybrany wezel sieci pozostal pusty, potozenie zadnego
z N obiektow znajdujacych sie na sieci, nie moze naleze¢ do tego zbioru (tutaj istotne
jest to, ze zadne dwa obiekty nie moga mie¢ takich samych potozen). Prawdopodobien-
stwo tego, ze pojedyncze pole sieci nie bedzie nalezato do zbioru potozen N obiektow
znajdujacych sie na sieci, wynosi (1 — N/LP). Tloczyn V takich prawdopodobiefistw

daje dopelnienie stopnia zapetnienia 1 — .
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Rysunek 4.1: Przyktadowe kroki formowania sie klastra perkolujacego.

Przypadek D = 2, L = 64, k = 16. Poszczegblne klastry zostaly oznaczone réoznymi kolorami.
a) 1 sfera, 1 klaster, brak perkolacji, b) 6 sfer, 1 klaster, perkolacja wzdtuz osi y, ¢) 12 sfer,
4 klastry, perkolacja wzdtuz osi y, d) 16 sfer, 3 klastry, perkolacja wzdtuz obu osi.

4.1.1 Wylaczona objetosé hipersfery

Obszar wytaczonej objetosci dla hipersfery o promieniu k£ ma ksztalt zblizony

do hipersfery o promieniu 2k + 1, co jest pokazane na Rysunku 4.2.

W niektorych przypadkach (na przyktad dla & = 2,5,10 w dwoch wymiarach)

obszar ten pokrywa sie z hipersfera o odpowiedniej srednicy, w innych (na przyktad
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Rysunek 4.2: Ksztalt obszaru wytaczonej objetosci (wypetione wezty sieci). Dla zdyskre-
tyzowanej sfery o srednicy k& = 16 (czerwony kontur), wytaczona objetos¢ jest obszarem
o $rednicy 2k + 1 = 33 (wypelnione pola) wokot potozenia sfery. Na rysunku sa pokazane

cztery sfery polozone na krawedzi obszaru wytgczonej objetosci.

dla k = 1,3,4,6,7,8,9 w dwoch wymiarach) nie. Na rysunku zaznaczone pola sieci

oznaczaja potozenia hipersfer.

Poniewaz, aby stwierdzi¢ czy dwie hipersfery sa ze soba bezposrednio potaczone,
wystarczy zna¢ ich wzgledne polozenia, polozenia hipersfer nie sa z zaden sposob
zwigzane z ich $srodkami. Na Rysunku 4.2 polozenia sfer sa zaznaczone w poblizu

ich érodkéw jedynie w celu zwickszenia czytelnosci.

W zwiazku z tym, Ze nie sa znane wzory pozwalajace na obliczenie objetosci zdy-
skretyzowanej hipersfery o zadanej $rednicy, ani wyltaczonej objetosci dla takiej hi-

persfery, odpowiednie warto$ci musiatem wyznaczy¢ numerycznie.
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4.2 Algorytm i optymalizacje

Dzieki zastosowaniu odpowiedniego algorytmu, bazujacego na opisanym w rozdzia-
le 3.3, oraz wielu optymalizacji bytem w stanie przeprowadzi¢ symulacje dla duzych
systemoéw i hipersfer o roznych rozmiarach. Maksymalna srednica hipersfer wynosita
k=1000dla D=3, k=900dla D=41ik=200dla D = 5. Wielko$ci sieci to od-
powiednio L < 148k (D = 3), L < 60k (D = 4) oraz L < 32k (D = 5). W biezacym
rozdziale opisalem, miedzy innymi, zastosowany przeze mnie algorytm oraz optymali-
zacje, ktore opracowatem w celu umozliwienia przeprowadzenia symulacji tak duzych

ukladow.

4.2.1 Odwzorowanie zawarto$ci hipersfery

Umieszczanie na sieci obiektow, ktorych ksztatt i orientacja pokrywaja sie ze struk-
tura sieci, na przyktad hiperprostopadtoscianéw o catkowitych dtugosciach bokow (wy-
razonych w stalych sieci), jest proste. Inaczej wyglada sytuacja z ksztaltami, ktérych
nie mozna ztozy¢ z calych, hiperszesciennych wezléw sieci, takimi jak na przyktad
hipersfery. W ich przypadku potrzebujemy zdyskretyzowanej reprezentacji obiektéw,
ktorg mozemy umiescié¢ na sieci.

W celu dyskretyzacji hipersfery uzywamy nastepujacej procedury. Umie$émy w §rod-
ku hipersfery poczatek uktadu wspotrzednych o osiach réwnolegltych do bokéw sieci
i jednostce réwnej stalej sieci. Poniewaz rozwazamy tylko hipersfery o calkowitych
srednicach k, mamy dwa mozliwe przypadki. Dla nieparzystych wartosci k srodek ukta-
du wspoétrzednych bedzie umieszczony w wezle sieci, a wspotrzedne wezlow sieci beda
catkowite. W przypadku parzystych wartosci k£ poczatek uktadu wspoétrzednych bedzie
znajdowal sie w narozniku pomiedzy weztami sieci, a wezty te beda miaty wspolrzedne
potéwkowe. Przyktady obydwu przypadkoéw zostaty zaprezentowane na Rysunku 4.3.
W przeprowadzonych symulacjach, poza przypadkiem k& = 1, wszystkie rozpatrywa-
ne przeze mnie hipersfery mialty srednice parzyste. Nastepnie musimy okresli¢, ktore
wezly sieci beda nalezaly do zdyskretyzowanej reprezentacji hipersfery. W przypad-
ku hipersfery o danej érednicy k, beda to te wezly sieci, ktorych $rodki sa oddalone
od srodka uktadu wspotrzednych o nie wiecej niz k/2.

Do zmniejszenia liczby krokéw potrzebnych do stworzenia obrazu zdyskretyzowa-
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Rysunek 4.3: Dyskretyzacja sfer z parzystymi i nieparzystymi srednicami. Przyktad dwu-
wymiarowy: a) k = 15, b) k = 16. Wezly sieci sa reprezentowane jako kwadraty, a osie

symetrii sfery zaznaczone pogrubionymi liniami.

nej hipersfery wykorzystalem fakt, ze jest ona obiektem symetrycznym. Po pierwsze,
pozwolito to ograniczy¢ rozpatrywane wezty sieci jedynie do tych, ktére maja dodatnie
wartosci wspotrzednych we wszystkich kierunkach. Ponadto, mogtem przeprowadzié¢
obliczenia dla tylko jednej permutacji dla kazdego zbioru rozpatrywanych wspotrzed-
nych. Otrzymane dane o ksztalcie zdyskretyzowanej hipersfery zapisalem w postaci
struktury danych, ktéra pozwala odwzorowac¢ wspotrzedne wezta na informacje o tym,
czy dany wezet nalezy do obrazu hipersfery. W celu zredukowania ilosci pamieci po-
trzebnej do przechowania takiego odwzorowania takze zastosowalem pewne optyma-
lizacje. Po pierwsze przechowywane sa jedynie informacje dla wspoétrzednych, ktore
zostaly wyliczone. Dodatkowo, zamiast przechowywaé¢ warto$é logiczng dla kazdego
interesujacego zestawu N wspotrzednych, odwzorowanie zawiera (N — 1)-wymiarowe

klucze i odpowiadajace im wartosci graniczne ostatniej wspotrzedne;j.

Stworzone w opisany powyzej sposob struktury danych, nazwane przeze mnie od-
wzorowaniami zawartosci hipersfery, wykorzystatem nastepnie do wyznaczenia wy-
taczonych objetosci zdyskretyzowanych hipersfer oraz do przygotowania odwzorowan

potgczen miedzy hipersferami.
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4.2.2 (Odwzorowanie polaczen

W tej czedci opisatem sposob, ktory wykorzystatem do sprawdzania czy dwie
zdyskretyzowane hipersfery sa ze soba potaczone. Ze wzgledu na ich nieregularny
ksztalt, w przeciwienstwie do idealnych sfer, nie wystarczy pordéwnanie odlegtosci
miedzy obiektami z ich $rednica k. Szukanie polaczenia miedzy obiektami o nieregu-
larnych ksztattach moze by¢ operacja bardzo kosztowna obliczeniowo i dlugotrwats.
Co istotne, jest to bardzo czesto powtarzany krok w przeprowadzanych symulacjach
komputerowych. W zwiazku z tym, jego optymalizacja byla kluczowa dla mozliwosci
wykonania wielu symulacji. Do wydajnego stwierdzania czy zdyskretyzowane hipersfe-
ry sa ze soba bezposrednio potaczone przygotowalem odwzorowania potgczen. Pozwa-
laja one na odczytanie informacji o tym, czy dwa obiekty sa poltaczone na podstawie
D—elementowego wektora ich wzglednego potozenia.

Proces przygotowania takiego odwzorowania rozpoczatem od umieszczenia jednej
z hipersfer w $§rodku uktadu wspotrzednych. Nastepnie sprawdzatem czy jest ona po-
taczona z inna hipersfera umieszczang w obszarze odlegltym, w przyblizeniu, o $rednice
k. W celu okreslenia czy istnieje bezposrednie potaczenie miedzy dwoma obiektami
uzytem odwzorowania zawartosci hipersfery do odczytania czy ktérykolwiek wezet sie-
ci, sasiadujacy z weztami nalezacymi do brzegu pierwszej hipersfery, nalezy do drugiej
z nich.

Wykorzystujac fakt, ze uktad dwdch hipersfer jest symetryczny, przy wyliczaniu
odwzorowan potgczen oraz do przechowania ich reprezentacji w pamieci mogtem wy-
korzysta¢ optymalizacje podobne do uzytych w przypadku odwzorowan zawartosci

hipersfer.

4.2.3 Znajdowanie klastrow

Podczas wykonywania symulacji, za kazdym razem po dodaniu do systemu nowej
hipersfery, trzeba sprawdzi¢ czy nie powstat klaster perkolujacy. Aby zrobi¢ to w spo-
s6b wydajny, uzytem wersji algorytmu typu Union/Find opisanego w rozdziale 3.3.
Caly system zostal podzielony na hiperszescienne fragmenty o dlugosci boku réwnej
srednicy hipersfery k. Dla kazdego takiego fragmentu przechowywana jest lista hiper-

sfer, ktore zostaly w nim umieszczone. Taki podzial catej sieci na fragmenty umozliwit
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ograniczenie liczby sprawdzen potaczen miedzy obiektami po dodaniu nowej hipersfe-
ry do systemu. Sprawdzane byty jedynie potaczenia nowej hipersfery z innymi, ktore

znajduja sie¢ w tym samym fragmencie lub jego sasiadach.

Potaczone hipersfery tworza klastry. Dla kazdego z klastrow jedna ze sktadajacych
sie na niego hipersfer oznaczona jest jako poczatkowa. Ponadto, dla kazdej hipersfery
tworzacej klaster przechowywane jest jej poltozenie wzgledem poczatkowej hipersfe-
ry klastra, do ktorego nalezy. Gdy nowo dodana hipersfera taczy sie bezposrednio
z dwiema innymi, nalezacymi do tego samego klastra, réznica odleglosci od poczatko-
wej hipersfery klastra nowo dodanej hipersfery i jednej z tych, z ktérymi sie potaczyta
jest uzywana do okreslenia czy powstal nowy klaster opasujacy sieé¢. Jezeli wartosé tej
roznicy, w ktorymkolwiek z kierunkow, jest wieksza od srednicy hipersfery k, to ozna-

cza, ze powstatl klaster perkolujacy w tym kierunku.

4.2.4 Generator liczb losowych

Pseudolosowe wartosci, potrzebne do przeprowadzenia symulacji, zostaly wygene-
rowane przy uzyciu generatora 32-bitowych liczb pseudolosowych Mersenne Twister,
opartego na liczbie pierwszej Mersenne’a wynoszacej 21937 —1 [20]. Uzytem implemen-

tacji tego algorytmu dostepnej w bibliotece standardowej jezyka C++ — std::mt19937.

W celu sprawdzenia czy wyniki, ktore otrzymalem, nie zalezg od zastosowanego
generatora, powtorzytem czesé¢ symulacji z uzyciem innego generatora, a mianowicie
RANLUX2/ [21]. Wyniki otrzymane na ich podstawie, w zasadzie, nie réznig sie od
tych z generatora Mersenne Twister. Méwiac doktadnie, roznice pomiedzy wartosciami
krytycznymi progéw perkolacji (L), ¢* oraz pomiedzy wartosciami uniwersalnego
wyktadnika krytycznego v, otrzymane na podstawie wynikow symulacji przeprowadzo-
nych z uzyciem obu generatoréw sa mniejsze do sumy ich odchyleri standardowych.
Same wartosci odchylen standardowych dla obu przypadkéw réznity sie od siebie nie

WiQCGj niz dwukrotnie — O, 5 < UMT/URANLUX < 2.
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4.3 Obliczenia

W rozpatrywanym modelu sie¢ ma cykliczne warunki brzegowe, a za perkolujace
uwazamy klastry opasujace sie¢. W takim uktadzie mozliwe sa trzy rézne definicje
perkolacji. Mozemy uznaé, ze perkolacja wystepuje gdy istnieje klaster perkolujacy
opasujacy sie¢ w jednym, wybranym sposréd D mozliwych kierunkow (przypadek A),
w dowolnym kierunku (przypadek B) albo we wszystkich D kierunkach (przypadek C').

Dla kazdej z wymienionych definicji perkolacji powinni$my, w granicy termodyna-
micznej, otrzymaé jednakowe krytyczne stopnie zapelnienia [14].

Ze wszystkich przeprowadzonych symulacji zebralem wyniki dla kazdej z trzech,
przedstawionych powyzej, definicji perkolacji i, dla kazdej z nich przedstawie wyniki
obliczen.

Dla kazdego zestawu parametrow D, L oraz k przeprowadzilem n niezaleznych
symulacji, gdzie n wynosi od 4-10% dla najwiekszych systeméw do 2-10° dla najmniej-
szych. Zwiazek pomiedzy wartoscia stopnia zapelnienia ¢, a otrzymana bezposrednio
z symulacji liczbg dodanych do uktadu hipersfer N opisany jest wzorem 4.1.

Zgodnie z teoria skalowania skonczonego rozmiaru [22] prawdopodobienstwo wy-
stapienia perkolacji powinno zaleze¢ od L oraz odchylenia ¢ — ¢* od krytycznego

stopnia zapelnienia zgodnie z réwnaniem:

Pri(e) = fi (o — &b) L) (4.2)
dla duzych L, gdzie fi(-) jest funkcja skalujaca o ksztalcie sigmoidalnym, taka jak
na przyktad (1 + tgh(-))/2 lub (1 + erf(-))/2, a v jest uniwersalnym wykladnikiem
krytycznym diugosci korelacji.

Oznaczmy prawdopodobienistwo wystapienia perkolacji dla uktadu zawierajacego
N obiektéow jako Py. Poniewaz N jest liczba catkowita, to warto$ci prawdopodo-
bieristwa Py mamy okreslone jedynie dla dyskretnych punktéw. Mozemy skorzystaé

z, opisanego w rozdziale 3.2, réwnania 3.5 opisujacego przejécie do wielkiego uktadu

kanonicznego:
P LD 5
P(p) =) PV (1 —p)* Py, (4.3)
N=0\ N

gdzie zwiazek pomiedzy prawdopodobienstwem p znalezienia obiektu na danej pozycji

(0 < p <1), a stopniem zapelnienia ¢ jest nastepujacy (poréwnaj z 4.1):
o=1—(1-p)V". (4.4)
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Laczac rownania 4.3 1 4.4 dostajemy funkcje P(p) o ciaglej dziedzinie 0 < ¢ < 1.
Dla danych k oraz L mozemy numerycznie wyznaczy¢ krytyczny stopien zapekie-
nia jako rozwiazanie réwnania:

P(gi(L)) =T (4.5)

z ustalona wartoscig parametru 0 < 7 < 1 (ja przyjatem 7 = 0, 5).

Majac zbior wartosci ¢¥(L) dla réznych L, mozemy wyznaczy¢ wartosé F w grani-
cy termodynamicznej oraz wyktadnik krytyczny v korzystajac z zaleznosci skalujace;j
3.3, ktora opisatem w rozdziale 3.1. W rozwazanym tutaj przypadku mozemy ja za-

pisa¢ w postaci:
OF(L) — " = L7V (Ag+ AL 4+ + AyL™), L>1, (4.6)

gdzie Ag, ..., Ay maja wartodci state dla danych ki D, a M jest parametrem odciecia.

Z drugiej strony, réozniczkujac réwnanie 4.2 wzgledem ¢ dostaniemy:

aPL,k(SO)

_ g l/v g
e LY f(0), L>1, (4.7)

=k

gdzie fi(z) = dfx(x)/dz. Po rozwinieciu rownania 4.7 w szereg dostaniemy:

OPp 1

kN _ 71/v -1 -M
5 (P = L (Bot BIL™ 4t By L), (4.8)

gdzie By, ..., By sa pewnymi stalymi, a M jest parametrem odciecia.

Z dopasowania danych otrzymanych z symulacji do tego réwnania mozemy otrzy-
ma¢ wartosé¢ wyktadnika krytycznego v niezaleznie od 4.6. Wartosé te mozna nastepnie
wykorzysta¢ w réwnaniu 4.6, zmniejszajac tym samym liczbe parametréw do znalezie-
nia i jednoczesnie poprawiajac doktadnosé¢ otrzymanych wynikéw. Poniewaz prawdo-
podobietistwo P, ;. () rosnie bardzo szybko w poblizu ¢¥, przeprowadzajac obliczenia
uzytem pochodnej jego odwrotnosci, policzonej numerycznie przy uzyciu metody pie-

ciu punktow (ang. five-point centered-difference formula) [23]:

df(z) flx—h)—=8f(x—h/2)+8f(x+h/2)— f(z+h)
drx 6h (4.9)

Majac wyznaczone krytyczne stopnie zapelnienia ¢ dla réznych wartosci k, mo-
zemy obliczy¢ warto$¢ graniczna, przy k — oo, progu perkolacji ¢2° hipersfer w przy-

padku ciagltym.
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Jak zostalo pokazane w pracach [10] i [18] zbieznosé ¢F — ¢ opisana jest zalez-
noscig wyktadnicza:

1—@F —exp [ln(l — cpcc’o)vvklj oc k7 (4.10)

gdzie Vj, jest objetoscia, Ve, 1 wylaczonag objetoscia obiektu o rozmiarze k.

4.3.1 Oszacowanie btedéw

Dane otrzymane z symulacji dla kazdego zestawu parametrow D, L oraz k po-
dzielitem na 10 podzbioréw o jednakowej wielkosci. Niezaleznie dla kazdego z nich,
w sposob opisany powyzej, policzylem wartos¢ ¢*(L). Do kolejnych obliczent wyko-
rzystatem warto$é srednia " (L) z dokladnoscia wyznaczong jako blad standardowy.

Do wyznaczenia warto$ci wyktadnika krytycznego v z réwnan 4.6 i 4.8, progu
perkolacji ¢* z réwnania 4.6 oraz progéw perkolacji w przypadku ciaglym ¢ z réw-
nania 4.10, wykorzystalem nieliniowe dopasowanie przy uzyciu algorytmu Levenberga-
Marquardta. Nastepnie bledy wyznaczenia tych wielkosci oszacowatem jako pierwia-
stek kwadratowy z elementow diagonalnych macierzy kowariancji pomnozony przez

max(1, /x?/dof), gdzie (/x2?/dof jest wynikiem zredukowanego testu chi-kwadrat,
a dof liczba stopni swobody.

4.4 Wyniki

4.4.1 Perkolacja weztow dla k=1

Najmniejsze rozpatrywane przeze mnie hipersfery miaty $rednice k = 1. Zdyskrety-
zowang postacia takich hipersfer jest pojedynczy wezet sieci, czyli mamy do czynienia
ze standardowsq perkolacja wezlow, ktorg opisalem w rozdziale 2.2. Dzieki temu mo-
gltem wykorzysta¢ wyniki otrzymane dla hipersfer o $rednicy £ = 1 do weryfikacji
poprawnosci zastosowanego algorytmu, poprzez poréwnanie ich z dostepnymi danymi
dla perkolacji weztow.

Dla kazdej z trzech z definicji perkolacji osobno (przypadki A, B i C' opisane w roz-

dziale 4.3) wyznaczylem progi perkolacji ¢! w granicy duzych systeméw, przy uzyciu
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rownania 4.6 z odcieciem M = 2. Wartosci wykltadnika krytycznego v wyznaczyltem
niezaleznie z wykorzystaniem réwnan 4.6 oraz 4.8, w obydwu przypadkach z odcieciem
M = 2. Metoda druga data duzo doktadniejsze wyniki. Dla kazdego z rozpatrywanych
wymiarow D = 3,4, 5 policzytem §rednia z wartosci otrzymanych dla przypadkow A,
B i C. Ze wzgledu na to, ze dane dla wszystkich trzech przypadkéw pochodza z tych
samych symulacji (nie sa niezalezne), w celu skompensowania mozliwych korelacji,
doktadnos$é wyznaczenia $rednich zostalta dodatkowo przemnozona przez czynnik v/3.
W Tabeli 4.1 zamiescitem zestawienie dotychczas znanych wartosci (v dotychezaso-

we) z wynikami przeprowadzonych przeze mnie obliczen (v obecne).

D 3 4 5
v dotychczasowe | 0,8764(12) 24 0,6852(28) 1% 0,5723(18) 110
0,8751(11) 1251 0,6845(06) 261 0,5757(06) [26]
0,8762(12) 191 0,6845(23) 2 0,5737(33) [¥7]
(13) ( (01)
(07) ( (43)

0,8774(13) 1% 0,686 (2) ! 0,5738(01) !
v obecne 0,8762(07

0,6842(16) 0,5720(43

Tabela 4.1: Wartosci wyktadnika krytycznego v dla k = 1.

Dla przypadku D = 3 otrzymane wyniki sg idealnie zgodne z dotychczas znanymi
warto$ciami, a ich doktadnosé¢ zostata nawet zwickszona o wspoteczynnik 1, 6. Dla po-
zostalych wymiaréw, D = 4 oraz D = 5, odchylenia od dotychczasowych wynikow

sa wieksze, ale pozostaja w rozsadnym zakresie.

Otrzymane wartosci wyktadnika krytycznego v wykorzystatem nastepnie do wy-
znaczenia progéw perkolacji przy uzyciu rownania 4.6. Otrzymane wyniki obliczen

przedstawitem w Tabeli 4.2.
Dane zaprezentowane w tabelach wskazuja, ze wszystkie otrzymane wartosci sa

ze soba spojne oraz zgodne z dotychczas znanymi. Jest to potwierdzeniem poprawnosci

kodu uzytego do przeprowadzenia symulacji.
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D 3 4 5

0,31160768(15) 18 0,196 88561(3) I 0,140 79633(4) 1"

@! obecne A | 0,311597(14) 0,196 949(37) 0,140 790(09)
B | 0,311606(04) 0,196 908(79) 0,140 804(05)
C | 0,311606(14) 0,196 964(56) 0,140 794(11)

¢! dotychczasowe

Tabela 4.2: Progi perkolacji dla k = 1.

4.4.2 Perkolacja hipersfer

Wartosci wyktadnika krytycznego mozna wstawi¢ do rownania 4.6, ktore postuzy
do wyznaczenia progoéw perkolacji w granicy nieskoriczenie duzych uktadow . Wraz
z k — oo wartosci tych progéw zblizaja sie do progu perkolacji hipersfer w przypadku
ciaglym ¢2°. Dla kazdej rozpatrywanej $rednicy hipersfer k£ wyznaczytem numerycznie
objetosci zdyskretyzowanych hipersfer Vj, oraz ich objetosci wytaczone Ve, ;. Zaklada-
jac, ze wzor 4.10 jest poprawny takze dla hipersfer, uzytem go do wyznaczenia progéow
perkolacji ¢2°.

Otrzymane w ten sposéb wartosci progéw perkolacji w przypadku cigglym dla
wszystkich trzech definicji perkolacji (A, B i C) sa ze sobg zgodne w kazdej badanej
liczbie wymiaréw D = 3,4,5. Zostaly one zaprezentowane w Tabeli 4.3 (¢2° obec-
ne) wraz z ich srednimi, wyznaczonymi tak jak to opisalem dla przypadku k& = 1
(p2° usrednione) oraz najdokladniejszymi wartosciami znanymi dotychczas (¢2° do-

tychczasowe).

D 3 4 )

¢ dotychczasowe

0,289 573(2) [l

0,122 26(44) 9]

0,052 98(7) 2

©>° obecne A
B
C

0,289 5690(020
0,289 5702(024

0,121 0260(18
0,121 0269(35

0,052 2538(057
0,052 2457(067

©2° usrednione

(020)
(024)
0,289 5358(228)
0,289 5693(026)

(18)
(35)
0,121 0272(15)
0,121 0268(19)

(057)
(067)
0,052 2636(104)
0,052 2524(069)
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Tabela 4.3: Progi perkolacji dla nachodzacych na siebie hipersfer w przypadku ciagtym.
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Warto zauwazy¢, ze tak jak dla przypadku D = 3 jest dostepnych wiele estymat
progow perkolacji [28] [29] [30], to dla wiekszej liczby wymiaréw (D = 4,5) istnieje
tylko jedna [29].

W przypadku trojwymiarowym otrzymany przeze mnie prog perkolacji oraz do-
ktadno$é jego wyznaczenia sa zblizone do dotychczas znanych wartosei [28]. Dla wyz-
szej liczby wymiaréw wyznaczyltem te wartosci z doktadnoscia wicksza niz dotychcza-
sowe. Niepewnos¢ progéow perkolacji jest mniejsza od dotychczas znanych [29] odpo-
wiednio o czynnik 230 (D = 4) oraz 10 (D = 5). Jednak wyznaczone progi roznia sie
od dotychczasowych wynikow o 30 (D =4) i0 100 (D = 5), gdzie o jest suma niedo-
ktadnosci obu estymat. To oznacza, ze ktores z niepewnosci sa zbyt niskie. Co wiecej,
w niedawno opublikowanej pracy dotyczacej perkolacji z rozszerzonym sasiedztwem
w czterech wymiarach [31], autorzy otrzymali warto$é¢ gestosci liczbowej dla hipers-
fer wynoszaca n = 0,1291(7). Zgodnie ze wzorem 2.5, jest to rownowazne wartosci
krytycznego stopnia zapelnienia ¢ = 0,1211(6). Mozna to uznaé¢ za potwierdzenie
przedstawionego powyzej, otrzymanego przeze mnie wyniku. Jednak wartosé¢ z [29]
takze nie moze by¢ na tej podstawie odrzucona, poniewaz miesci sie ona (prawie)
w sumie odchylen standardowych.

W pracy [10], analiza podobna do przedstawionej tutaj pokazalta, ze progi perkola-
cji dla pieciowymiarowych hiperszescianow, takze te przedstawione w [29], maja zbyt
optymistyczne oszacowane dokladnosci. Ponizej przedstawie argumenty wspierajace
uzyskane przeze mnie wartosci.

Po pierwsze kod programu uzywanego do przeprowadzenia symulacji jest jednako-
wy, niezaleznie od wymiaru — warto$¢ D jest argumentem szablonu klas napisanych
w jezyku C++. Uzyskane na podstawie jego wynikéw wartosci, dla D = 3 pokrywaja
sie idealnie z dotychczas znanymi progami perkolacji, dla D = 4 réznica jest zauwa-
zalna, a dla D = 5 wystepuje widoczna niezgodnos¢. Dla kazdego z wymiaréw, wyniki
uzyskane dla trzech definicji perkolacji — A, B i C' sa ze sobg zgodne. Co wiecej,
w przypadku k£ = 1 uzyskane wyniki sa zgodne z dostepnymi, bardzo doktadnymi
wartosciami [6] [7]. Wyliczone progi perkolacji ¢2° znajduja sie w teoretycznych gra-
nicach policzonych w [29].

Wyniki przeprowadzonych przeze mnie dopasowan zweryfikowatem przy pomocy
testu zgodnosci chi-kwadrat. Dla praktycznie wszystkich z nich otrzymatem wyniki

zredukowanego testu chi-kwadrat o wartosciach y/x?/dof < 2. Wskazuje to na bardzo
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dobra zgodnosé danych wejsciowych oraz ich doktadnosci z zastosowanym modelem
teoretycznym.

Jak juz opisalem w rozdziale 4.2.4, sprawdzitem takze zastosowany podczas symu-
lacji generator liczb pseudolosowych — Mersenne Twister, porobwnujac otrzymane za
jego pomoca wyniki z otrzymanymi przy uzyciu innego — RANLUXZ2/, co potwier-
dzito niezalezno$é¢ otrzymanych z symulacji wartosci.

Na Rysunku 4.4 zaznaczylem otrzymane przeze mnie wartosci progdéw perkolacji
©F dla réznych rozmiaréw hipersfer w przypadku D = 5. Widoczna jest na mim
rowniez ekstrapolacja ¢2° dla k& — oo zgodnie z réwnaniem 4.10. Dopasowanie jest
dobre, z bardzo malymi, pojedynczymi niepewnosciami. Prog perkolacji z [29] jest
w sposOb oczywisty niezgodny z danymi pochodzacymi z przeprowadzonych przeze

mnie symulacji.

0.054 T |
symulacje
o . ¢ X
0.052 |- X ¢, hiezgodne ]
*
+
0.05 |- + -
+
x O +
0.048 |- —
0.046 [~ + —
+
0.044 |- +
| | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

1/k

Rysunek 4.4: Progi perkolacji ¥ hipersfer w D = 5 i ich ekstrapolacja dla k — oo zgodnie

z rownaniem 4.10: p2°. Wartosé¢ z [29] niepasujaca do danych: ¢2° niezgodne.

Wyniki dopasowania danych do réwnania 4.10 pokazaly, ze warto$é graniczna pro-
gu perkolacji ¢2° jest prawie niezalezna od wyboru odciecia k,,;,,, ponizej ktérego dane

nie byty brane pod uwage.
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W przeciwienstwie do progu perkolacji, warto$¢ wyktadnika 6 nie tylko zostata
wyznaczona z duza niepewnoscig, ale mocno fluktuuje wraz ze zmiana k,;,. Z te-
go wzgledu nie byto mozliwe zweryfikowanie przypuszczenia wysunictego dla hiper-
szescianow w [10], w przypadku hipersfer. Takie zachowanie moze ttumaczy¢ jedna
z gléwnych réznic pomiedzy hiperszescianami, a zdyskretyzowanymi hipersferami —
a mianowicie brzeg tych drugich jest duzo bardziej nieregularny. W przeciwienstwie
do nich, hiperszesciany o réoznych rozmiarach maja doktadnie ten sam ksztaltt, jedynie

przeskalowany:.
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Rozdzial 5

Podsumowanie

Powyzej przedstawitlem analize perkolacji nachodzacych na siebie zdyskretyzowa-
nych hipersfer w wymiarach od 3 do 5.

Jej przeprowadzenie byto mozliwe dzieki zastosowaniu opracowanych przeze mnie
wydajnych struktur danych i algorytméw. Umozliwity one przeprowadzenie duzej licz-
by symulacji procesow perkolacji hipersfer dla rozlegtych systemoéw, co byto konieczne
do uzyskania danych niezbednych do dalszej analizy.

Podejscie, polegajace na wyznaczeniu wartosci granicznej, przy k — 00, progow
perkolacji " hipersfer o réznych §rednicach k, pozwolito na wyznaczenie progu perko-
lacji w przypadku ciaggltym ze znacznie wicksza doktadno$cig niz zostalo to dotychczas
zrobione przy uzyciu innych metod. Ponadto otrzymana przeze mnie wartos¢ wyktad-
nika krytycznego dltugosci korelacji v dla D = 3 ma wieksza doktadnos¢ niz dotychczas
znana.

W przypadku perkolacji hiperszescianéw wartos¢ wyktadnika 6§ = 3/2 wydaje
sie by¢ uniwersalna we wszystkich wymiarach rozpatrywanych przez autoréw pracy
[10], czyli dla D = 2,...,7. Wykorzystanie tej wartosci umozliwitlo na wyznaczenie,
z bardzo duza doktadnoscia, wartosci progu perkolacji ¢2° w przypadku ciggltym dla
hiperszescianow.

Ze wzgledu na duze fluktuacje wartosci wyktadnika €, nie bylem w stanie potwier-
dzi¢ hipotezy o jego uniwersalnej wartosci w granicy k& — oo dla uzytego modelu
perkolacji hipersfer. Prawdopodobna tego przyczyng jest duza nieregularnosé zdy-
skretyzowanych hipersfer w poréwnaniu z hipersze$cianami. Mozliwe, ze mozna ten

problem rozwiaza¢ przeprowadzajac symulacje dla duzo wiekszych uktadow, ale wy-
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magaltoby to duzo wiekszych zasobéw obliczeniowych (w szczegolnosci ilogci pamieci)
niz maja komputery z ktoérych korzystatem.

Mimo, ze nie bytem w stanie potwierdzi¢ uniwersalnosci wartosci wyktadnika 6,
podejscie z zastosowaniem objetosci i wyltaczonych objetosci zdyskretyzowanych hi-
persfer pozwolito mi na uzyskanie bardzo doktadnych estymat progéw perkolacji dla
hipersfer w przypadku ciagltym. W przypadku pominiecia wartosci Vj, oraz Ve, i, i uzy-
cia prostego dopasowania wartosci ¢ otrzymuje sie wartosci o doktadnosci mniejszej
o co najmniej rzad wielkosci.

Uzyta przeze mnie metoda oraz uzyskane wyniki zostaly opublikowane w artyku-

le [32], ktory napisatem wspolnie z dr hab. Grzegorzem Kondratem.

48



Bibliografia

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

Jesper Lykke Jacobsen
Critical points of Potts and O(N) models from eigenvalue identities
wn periodic Temperley-Lieb algebras

2015 Journal of Physics A.: Mathematical and Theoretical 48 454003

Michael Ellis Fisher
Critical Probabilities for Cluster Size and Percolation Problems

1961 J. Math. Phys. 2 620

Don R. Baker, Gerald Paul, Sameet Sreenivasan and H. Eugene Stanley

Continuum percolation threshold for interpenetrating squares and cubes

2002 Phys. Rev. E 66(4) 046136

Peter J. Reynolds, H. Eugene Stanley and William Klein
Ghost fields, pair connectedness, and scaling: exact results
i one-dimensional percolation

1977 J. Phys. A: Math. Gen.

textbf10 L203-1.210

Dietrich Stauffer and Amnon Aharony
Introduction to Percolation Theory. Revised Second Edition

1992 Taylor & Francis

Xiao Xu, Junfeng Wang, Jian-Ping Lv, Youjin Deng
Stmultaneous analysis of three-dimensional percolation models

2014 Frontires of Physics 9 113-119

49



BIBLIOGRAFIA

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Stephan Mertens and Cristopher Moore
Percolation thresholds and Fisher exponents in hypercubic lattices

2018 Phys. Rev. £ 98 022120

John A. Gracey
Four loop renormalization of @ theory in siz dimensions

2015 Phys. Rev. D 92 025012

Michael Borinsky, John A. Gracey, Mikhail V. Kompaniets and Oliver Schnetz
Five-loop renormalization of ©® theory with applications

to the Lee-Yang edge singularity and percolation theory
2021 Phys. Rev. D 103 116024

Zbigniew Koza and Jakub Pota
From discrete to continuous percolation in dimensions 3 to 7

2016 J. Stat. Mech. 103206

Grzegorz Kondrat, Zbigniew Koza and Piotr Brzeski
Jammed systems of oriented needles always percolate on square lattices

2017 Phys. Rev. E 96 022154

Mark E. J. Newman and Robert M. Zift
Efficient Monte Carlo Algorithm and High-Precision Results for Percolation
2001 Phys. Rev. Lett. 85 4104

Paulo Murilo C. de Oliveira, Rafaella A. Norbrega and Dietrich Stauffer
Corrections to Finite Size Scaling in Percolation

2003 Brazilian Journal of Physics 33 616-618 ISSN 0103-9733

Mark E. J. Newman and Robert M. Ziff
Fast Monte Carlo algorithm for site or bond percolation

2001 Phys. Rev. E 64(1) 016706

Isaac Balberg, Charles H. Anderson, S. Alexander and N. Wagner
Fxcluded volume and its relation to the onset of percolation

1984 Phys. Rev. B 30(7) 3933-3943

20



BIBLIOGRAFIA

[16] Isaac Balberg
Recent developments in continuum percolation

1987 Philosophical Magazine B 56 991-1003

[17] Vinod K. S. Shante, Scott Kirkpatrick
An introduction to percolation theory

1971 Advances in Physics 20 325-357

[18] Zbigniew Koza, Grzegorz Kondrat and Karol Suszczyriski
Percolation of overlapping squares or cubes on a lattice

2014 J. Stat. Mech. P11005

[19] Zhipeng Xun, Dapeng Hao and Robert M. Ziff
Site percolation on square and simple cubic lattices

with extended neighborhoods and their continuum limit

2021 Phys. Rev. E 103 022126

[20] Makoto Matsumoto and Takuji Nishimura
Mersenne twister: a 623-dimensionally equidistributed

uniform pseudo-random number generator

1998 ACM Transactions on Modeling and Computer Simulations 8 3-30

[21] Frederick James
RANLUX: A Fortran implementation of the high-quality
pseudorandom number generator of Lischer

1994 Computer Physics Communications 79 111-114

[22] Mark D. Rintoul and Salvatore Torquato
Precise determination of the critical threshold and exponents

in a three-dimensional continuum percolation model

1997 Journal of Physics A: Mathematical and General 30 L1585

[23] Timothy Sauer
Numerical Analysis. Second edition

2012 Pearson Education 250

o1



BIBLIOGRAFIA

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

Junfeng Wang, Zongzheng Zhou, Wei Zhang,
Timothy M. Garoni and Youjin Deng
Bond and site percolation in three dimensions

2013 Phys. Rev. E 87 052107

Hao Hu, Henk W. J. Bléte, Robert M. Ziff and Youjin Deng
Short-range correlations in percolation at criticality

2014 Phys. Rev. £ 90 042106

Xiao-Jun Tan, You-Jin Deng and Jesper Lykke Jacobsen
N-cluster correlations in four- and five-dimensional percolation

2020 Frontiers of Physics 15 41501

Zhongjin Zhang, Pengcheng Hou, Sheng Fang, Hao Hu, Youjin Deng
Critical exponents and universal excess cluster number

of percolation in four and five dimensions

2021 Physica A 580 126124

Christian D. Lorenz and Robert M. Ziff
Precise determination of the critical percolation threshold

for the three—dimensional “Swiss cheese” model using a growth algorithm

2001 J. Chem. Phys. 114(8) 3659

Salvatore Torquato

Effect of dimensionality on the continuum percolation
of overlapping hyperspheres and hypercubes

2012 J. Chem. Phys. 136(4) 054106

Giacomo Gori and Andrea Trombettoni

Conformal invariance in three dimensional percolation

2015 J. Stat. Mech. P07014

Pengyu Zhao, Jinhong Yan, Zhipeng Xun, Dapeng Hao and Robert M. Ziff
Site and bond percolation on four-dimensional simple hypercubic lattices
with extended neighborhoods

2022 J. Stat. Mech. 033202

52



BIBLIOGRAFIA

[32] Piotr Brzeski and Grzegorz Kondrat
Percolation of hyperspheres in dimensions 8 to 5: from discrete to continuous

2022 J. Stat. Mech. 053202

23






