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Recenzja rozprawy doktorskiej ”Rozwi�zania stacjonarne w nielokalnych lub
zdegenerowanych modelach z biologii matematycznej”mgra Szymona Cygana

Rozprawa doktorska mgra Szymona Cygana zosta�a napisana pod kierunkiem prof.
dra hab. Grzegorza Karcha na Uniwersytecie Wroc�awskim. Sk�ada si� ona z wyra�-
nych dwóch cz��ci, obie jednak ��czy biologiczna motywacja rozpatrywanych mo-
deli. Pierwszemu zagadnieniu - równaniu z cz�onem nielokalnym po�wi�cony jest
rozdzia� drugi rozprawy. Natomiast rozdzia�y 3 - 6 dotycz� uk�adu równa� reakcji -
dyfuzji.

Pierwsza cz��� doktoratu oparta jest na samodzielnej pracy

• S. Cygan, Pattern formation in a non local Kondo model, Mathematical Me-
thods in the Applied Sciences, 2021.

Badane s� (niesta�e) rozwi�zania stacjonarne równania

ut = �au+ f(Tu) (1)

uzupe�nionego warunkiem pocz�tkowym, gdzie T jest nielokalnym operatorem
ca�kowym. Funkcja f spe�nia warunek Lipschitza, dzi�ki czemu istnienie rozwi�-
za� tego zagadnienia wynika z twierdzenia Banacha o punkcie sta�ym. Jak si� dalej
przekonujemy funkcja f jest de facto obci�ciem. Dla dalszych kroków oczywi�cie
kluczowe s� w�asno�ci operatora T , m.in to, �e T : L2(⌦) ! L2(⌦)

Tu(x) =

Z

⌦

K(x� y)u(y)dy (2)

jest operatorem symetrycznym i zwartym. Zosta�y przedstawione dwa dowody ist-
nienia rozwi�za� stacjonarnych dla tego równania. Pierwsza metoda opiera si� na
twierdzeniu bifurkacyjnym Rabinowitza. Drugi dowód to zastosowanie twierdzenia
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Schaudera o punkcie sta�ym. Nale�y nadmieni�, �e rozpatrywane s� tutaj ró�ne
przypadki w zale�no�ci od znaku j�dra K (nieujemne, niedodatnie i zmieniaj�ce
znak).

Rezultaty analityczne i ró�norodno�� rozpatrywanych przypadków zosta�y zilustro-
wane znalezionymi rozwi�zaniami numerycznymi. Symulacje zosta�y zrobione w
przypadku jednowymiarowym i dwuwymiarowym.

Druga cz��� pracy dotyczy uk�adu równa� ��cz�cego w sobie równanie ró�nicz-
kowe cz�stkowe reakcji-dyfuzji z równaniem ró�niczkowym zwyczajnym. Tego typu
uk�ady by�y niejednokrotnie badane w przesz�o�ci z bardzo konkretnie dobranymi
funkcjami w modelu, co pozwala�o na wykorzystanie ich struktury. Tutaj jednak
rozpatrywane s� bardzo ogólne funkcje, dzi�ki czemu wyniki dla przedstawionego
zagadnienia pozwalaj� na rozwik�anie problemu stabilno�ci rozwi�za� stacjonar-
nych dla wielu modeli. Przywo�am rozpatrywany uk�ad

ut = f(u, v)

vt = ��v + g(u, v),
(3)

który uzupe�niony jest warunkiem brzegowym typu Neumanna i warunkiem po-
cz�tkowym.

Analiza problemu zapocz�tkowana jest dowodem istnienia lokalnych w czasie roz-
wi�za�. Jako rozwi�zania tego uk�adu rozumiemy rozwi�zania ca�kowe (tzw. mild
solutions). Te rozwi�zania s� jednoznaczne. Dalsza uwaga skierowana jest w stron�
rozwi�za� stacjonarnych i zagadnieniu ich stabilno�ci. Rozwi�zania stacjonarne s�
s�abym rozwi�zaniami (wed�ug De�nicji 3.1.2) problemu niezale�nego od czasu.
Pan Szymon identy�kuje dwa rodzaje rozwi�za� stacjonarnych - rozwi�zania regu-
larne oraz posiadaj�ce nieci�g�o�� skokow�. W pierwszym przypadku rozwi�zania
stacjonarne zosta�y skonstruwoane przy wykorzystaniu teorii bifurkacji i dalej wy-
kazane zosta�o, �e s� one niestabilne. Ciekaw� obserwacj� jest, �e ta niestabilno��
nie zale�y od struktury cz�onu nieliniowego. Rezultaty te znajduj� si� w czwartym
rozdziale rozprawy.

Analiza stabilno�ci rozwi�za� oparta jest na procedurze linearyzacji uk�adu. Dla-
tego te� w rozdziale trzecim odnajdujemy cz��� po�wi�con� problemowi linio-
wemu. Jest to do�� standardowe u�ycie metod analizy spektralnej, aczkolwiek bar-
dzo starannie przedstawione z dba�o�ci� o wszystkie szczegó�y analityczne.

W nast�pnym rozdziale zgromadzone zosta�y wyniki dotycz�ce rozwi�za� posiada-
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j�cych skokow� nieci�g�o��. Skonstruowane rozwi�zania maj� pewn� specy�czn�
struktur� - s� mianowicie skoncentrowane w otoczeniu stanów sta�ych na zbio-
rach du�ej miary ze skokiem na zbiorach ma�ej miary. Dla tych rozwi�za� udo-
wodniona zosta�a liniowa i nieliniowa stabilno�� (stabilno�� rozwi�zania zerowego
uk�adu nieliniowego). W tym celu wykazane zosta�o, �e nieliniowa stabilno��, przy
dodatkowych za�o�eniach, wynika z liniowej stabilno�ci.

Bardzo warto�ciowy jest rozdzia� szósty, który po�wi�cony jest przyk�adom i ilu-
stracjom numerycznym. Zawsze ceni� sytuacj�, w której równolegle do abstrakcyj-
nych rozumowa�, tak jak w tym przypadku równania sformu�owane s� do�� ogól-
nie, autor jednak zada sobie trud, aby przekona� czytelnika, �e zaprezentowana
teoria odnosi si� do wielu konkretnychmodeli. Pan Szymon Cygan pokaza� jak przy
u�yciu twierdze� z rozprawy mo�na wykaza� np. niestabilno�� rozwi�za� regular-
nych dla modelu Gray’a-Scotta. W tym przypadku omawiane s� te� niestabilne roz-
wi�zania nieci�g�e. W dalszej cz��ci rozdzia�u pojawia si� wiele innych przyk�adów.

Wyniki przedstawione w rozprawie s� ciekawe i niew�tpliwie istotnie rozszerzaj�
stan wiedzy w dziedzinie, która obecnie aktywnie si� rozwija. Rozprawa jest na
bardzo wysokim poziomie matematycznym, ró�norodno�� stosowanych technik
wykazuje szerok� wiedz� i kultur�matematyczn� Pana Szymona Cygana.

Pan Cygan jest autorem jednego opublikowanego samodzielnego artyku�u w cza-
sopi�mie Mathematical Methods in the Applied Sciences. Ponadto jest wspó�au-
torem jednego artyku�u przyj�tego do publikacji w Journal of Evolution Equations
oraz dwóch artyku�ów dost�pnych jako preprinty na arXiv, przy czym wszystkie te
wspomniane prace powsta�y w mi�dzynarodowym zespole. Wysoko oceniam tak
du�� aktywno�� naukow�.

Konkluzja. Uwa�am, �e rozprawa jest bardzo ciekawa, zawiera nowe rezultaty i
reprezentuje zaawansowany poziom matematyczny, dlatego te� wnioskuj� o do-
puszczenie mgra Szymona Cygana do dalszych etapów przewodu doktorskiego.
Ponadto z pe�nym przekonaniem wnioskuj� o wyró�nienie rozprawy doktorskiej z
uwagi na istotny wp�yw uzyskanych wyników na rozwój bada� w kierunku stabil-
no�ci rozwi�za� nieliniowych uk�adów równa� ró�niczkowych cz�stkowych.

Z powa�aniem

Agnieszka �wierczewska-Gwiazda
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