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Recenzja rozprawy doktorskiej "Rozwigzania stacjonarne w nielokalnych lub
zdegenerowanych modelach z biologii matematycznej” mgra Szymona Cygana

Rozprawa doktorska mgra Szymona Cygana zostata napisana pod kierunkiem prof.
dra hab. Grzegorza Karcha na Uniwersytecie Wroctawskim. Sktada sie ona z wyraz-
nych dwoch czesci, obie jednak tgczy biologiczna motywacja rozpatrywanych mo-
deli. Pierwszemu zagadnieniu - rownaniu z cztonem nielokalnym poswiecony jest
rozdziat drugi rozprawy. Natomiast rozdziaty 3 - 6 dotyczg uktadu réwnan reakgji -
dyfuzji.

Pierwsza czeS¢ doktoratu oparta jest na samodzielnej pracy

e S. Cygan, Pattern formation in a non local Kondo model, Mathematical Me-
thods in the Applied Sciences, 2021.

Badane s3 (niestate) rozwigzania stacjonarne réwnania
u = —au+ f(Tu) (1)

uzupetnionego warunkiem poczatkowym, gdzie T jest nielokalnym operatorem
catkowym. Funkcja f spetnia warunek Lipschitza, dzieki czemu istnienie rozwia-
zan tego zagadnienia wynika z twierdzenia Banacha o punkcie statym. Jak sie dalej
przekonujemy funkcja f jest de facto obcieciem. Dla dalszych krokéw oczywiscie
kluczowe sg wtasnosci operatora 7', m.in to, ze T': L*(Q2) — L*(Q)

Tu(x) = / K — yuly)dy @)

jest operatorem symetrycznym i zwartym. Zostaty przedstawione dwa dowody ist-
nienia rozwigzan stacjonarnych dla tego réwnania. Pierwsza metoda opiera sie na
twierdzeniu bifurkacyjnym Rabinowitza. Drugi dowdd to zastosowanie twierdzenia
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Schaudera o punkcie statym. Nalezy nadmieni¢, ze rozpatrywane sg tutaj rézne
przypadki w zaleznos$ci od znaku jagdra K (nieujemne, niedodatnie i zmieniajgce
znak).

Rezultaty analityczne i réznorodnos$¢ rozpatrywanych przypadkow zostaty zilustro-
wane znalezionymi rozwigzaniami numerycznymi. Symulacje zostaty zrobione w
przypadku jednowymiarowym i dwuwymiarowym.

Druga czeS¢ pracy dotyczy uktadu réwnan tgczacego w sobie réwnanie réznicz-
kowe czgstkowe reakcji-dyfuzji z rownaniem rézniczkowym zwyczajnym. Tego typu
uktady byty niejednokrotnie badane w przesztosci z bardzo konkretnie dobranymi
funkcjami w modelu, co pozwalato na wykorzystanie ich struktury. Tutaj jednak
rozpatrywane sg bardzo ogdlne funkcje, dzieki czemu wyniki dla przedstawionego
zagadnienia pozwalajg na rozwiktanie problemu stabilnosci rozwigzan stacjonar-
nych dla wielu modeli. Przywotam rozpatrywany uktad

Uy = f(uu U)
v =yAv + g(u,v),

3)

ktéry uzupetniony jest warunkiem brzegowym typu Neumanna i warunkiem po-
czatkowym.

Analiza problemu zapoczatkowana jest dowodem istnienia lokalnych w czasie roz-
wigzan. Jako rozwigzania tego uktadu rozumiemy rozwigzania catkowe (tzw. mild
solutions). Te rozwigzania sg jednoznaczne. Dalsza uwaga skierowana jest w strone
rozwigzan stacjonarnych i zagadnieniu ich stabilnosci. Rozwigzania stacjonarne s3
stabym rozwigzaniami (wedtug Definicji 3.1.2) problemu niezaleznego od czasu.
Pan Szymon identyfikuje dwa rodzaje rozwigzan stacjonarnych - rozwigzania regu-
larne oraz posiadajgce nieciggto$¢ skokowg. W pierwszym przypadku rozwigzania
stacjonarne zostaty skonstruwoane przy wykorzystaniu teorii bifurkacji i dalej wy-
kazane zostato, ze sg one niestabilne. Ciekawg obserwacjg jest, ze ta niestabilnos¢
nie zalezy od struktury cztonu nieliniowego. Rezultaty te znajdujg sie w czwartym
rozdziale rozprawy.

Analiza stabilnosci rozwigzan oparta jest na procedurze linearyzacji uktadu. Dla-
tego tez w rozdziale trzecim odnajdujemy cze$¢ poswiecong problemowi linio-
wemu. Jest to dos¢ standardowe uzycie metod analizy spektralnej, aczkolwiek bar-
dzo starannie przedstawione z dbatoscig o wszystkie szczegoty analityczne.

W nastepnym rozdziale zgromadzone zostaty wyniki dotyczgce rozwigzan posiada-
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jacych skokowg nieciggto$¢. Skonstruowane rozwigzania majg pewng specyficzng
strukture - s mianowicie skoncentrowane w otoczeniu stanéw statych na zbio-
rach duzej miary ze skokiem na zbiorach matej miary. Dla tych rozwigzan udo-
wodniona zostata liniowa i nieliniowa stabilno$¢ (stabilno$¢ rozwigzania zerowego
uktadu nieliniowego). W tym celu wykazane zostato, ze nieliniowa stabilnos¢, przy
dodatkowych zatozeniach, wynika z liniowej stabilnosci.

Bardzo wartoSciowy jest rozdziat szdsty, ktéry poswiecony jest przyktadom i ilu-
stracjom numerycznym. Zawsze cenie sytuacje, w ktérej rownolegle do abstrakcyj-
nych rozumowan, tak jak w tym przypadku réwnania sformutowane sg dos¢ ogol-
nie, autor jednak zada sobie trud, aby przekona¢ czytelnika, ze zaprezentowana
teoria odnosi sie do wielu konkretnych modeli. Pan Szymon Cygan pokazat jak przy
uzyciu twierdzen z rozprawy mozna wykazac np. niestabilno$¢ rozwigzan regular-
nych dla modelu Gray’a-Scotta. W tym przypadku omawiane sg tez niestabilne roz-
wigzania nieciggte. W dalszej czesci rozdziatu pojawia sie wiele innych przyktadow.

Wyniki przedstawione w rozprawie sg ciekawe i niewatpliwie istotnie rozszerzajg
stan wiedzy w dziedzinie, ktéra obecnie aktywnie sie rozwija. Rozprawa jest na
bardzo wysokim poziomie matematycznym, r6znorodnos¢ stosowanych technik
wykazuje szeroka wiedze i kulture matematyczng Pana Szymona Cygana.

Pan Cygan jest autorem jednego opublikowanego samodzielnego artykutu w cza-
sopiSmie Mathematical Methods in the Applied Sciences. Ponadto jest wspotau-
torem jednego artykutu przyjetego do publikacji w Journal of Evolution Equations
oraz dwdch artykutow dostepnych jako preprinty na arXiv, przy czym wszystkie te
wspomniane prace powstaty w miedzynarodowym zespole. Wysoko oceniam tak
duzg aktywnos¢ naukowa.

Konkluzja. Uwazam, Ze rozprawa jest bardzo ciekawa, zawiera nowe rezultaty i
reprezentuje zaawansowany poziom matematyczny, dlatego tez wnioskuje o do-
puszczenie mgra Szymona Cygana do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
Ponadto z petnym przekonaniem wnioskuje o wyrdznienie rozprawy doktorskiej z
uwagi na istotny wptyw uzyskanych wynikéw na rozw6j badan w kierunku stabil-
nosci rozwigzan nieliniowych uktadéw réwnan rézniczkowych czastkowych.
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