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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgr. Szymona Cygana
nPatterns in nonlocal and degenerate models
from mathematical biology”

Pan magister Szymon Cygan ukoficzyl studia elektrotechniczne na Politechnice
Wroclawskiej, a nastepnie studia matematyczne w Uniwersytecie Wroclawskim,
gdzie w 2018 roku zostal laureatem w konkursie organizowanym z Santander Bank
Polska na najlepszg prace magisterska, w ktdrej rozwingt swoje zainteresowania
badawcze problemami typu pattern formation.

Rozprawa doktorska mgr. S. Cygana dotyczy zagadnien teorii réwnai rézni-
czkowych i obejmuje swym zakresem problematyke istnienia i stabilnoéci rozwiazan
stacjonarnych. Prowadzone w tym zakresie badania dotycza modeli opisywanych
réwnaniami nielokalnymi, jak réwniez modeli, ktére obejmuja uktady réwnan zwy-
czajnych i réwnanie reakcji-dyfuziji.

Ewolucyjny model nielokalny

ug = —au+ f(Tu), z €Q, t >0,
u(z,0) = up(z), = € Q,

gdzie @ > 0 oraz Q jest otwartym i ograniczonym podzbiorem RY, jest rozwa-

zany z operatorem catkowym T o jadrze splotowym K o zadanych wlasnosciach.

W przypadku liniowym w sytuacji, w ktérej equilibrium jest funkcjs wlasna T°

udowodnione zostalo przy pomocy szeregéw Fouriera kryterium stabilnodciowe.

W przypadku nieliniowym przy dodatkowym zalozeniu o ciagu wartoéei wlasnych

T pokazane zostalo w oparciu o efekt bifurkacyjny, iz gdy f klasy C? spetnia,
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f(0) = 0 oraz 7oy Jest wartoscia whasna T, to istnieje w L*(Q) ciag {u,} nie-
trywialnych slabych rozwigzaii réwnania 0 = —ac,u, + f (T4,) + d(1 — ¢,) T, ze
statymi ¢, zbiegajacymi do 1. Z kolei w przypadku gdy f jest postaci

1, =1,
flz) =4 2z, ze€l-1, 1],
-1, z< -1,

a 2 C R jest przedzialem, w ktérym odpowiednio uplasowane sg czeSci dodatnia,
K oraz ujemna K_ jadra K, metods punktu stalego uzyskano w L*(Q)) istnienie
niestalego rozwigzania réwnania stacjonarnego

0= —au+ f(Tu).
Ewolucyjny model obejmujgcy uklad réwnan zwyczajnych i réwnanie reakcji-

dyfuzji

u, = f(u,v), €0, t>0,

vy =vAv+g(u,v), z €, t >0,
jest rozwazany 7z £, g klasy C? w ograniczonym gladkim brzegiem obszarze Q) ¢ RN
z warunkami poczgtkowymi
up,1(-)

u(-,0) = uy(-) = ( ) » (4, 0) = w(-)

uo,n (")
oraz brzegowym warunkiem Neumanna

Ov=0, €8, t>0.
Dla tego modelu badane sg regularne rozwigzania. stacjonarne, gdzie

U =k(V)

dla pewnej funkeji k : R — R klasy C? tak, iz gdy wzigé pod uwage eliptyczny
efekt regularnodciowy, to U oraz V sa wéwczas ciggle w {}. W przypadku szczegé-
Inym gdy

a przy tym det Ay # 0 oraz dy — CoA, 1By jest warto$cig wlasna pu; operatora
—A,, regularne equilibria sg skonstruowane jako

—ATIR. B
(9) = (45zmom),
gdzie @y jest odpowiadajaca pj, funkcjs wilasng. 7 kolei w przypadku ogdlnym
udowodniono, iz regularne equilibria sa niestabilne w przestrzeni funkcji cigglych
C(2)™*!. Efekt ten uzyskano na podstawie analizy spektralnej operatora w linio-

wej czgsci gtéwnej modelu zlinearyzowanego, pokazujac mianowicie, iz spektrum
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tego operatora przecina niepusto polplaszczyzne C, = {A € C: ReX > 0}. War-
to podkredli¢, iz efekt ten uzyskano zaréwno gdy przekroj o(£,(U(-), V() N C,.
jest zbiorem pustym jak i nie, aczkolwiek w sytuacji gdy przekréj ten jest pu-
sty wyklucza sie z rozwazan mozliwy przypadek degenerowania sig £, (U(z), V(z)),
a przy tym rozwaza sie wowczas niestale equilibria przyjmujac dodatkowo, iz
jest zbiorem wypuklym.

Dla rozwazanego modelu obejmujgcego uklad réwnan zwyczajnych i réwnanie
reakcji-dyfuzji badane sa odrebnie nieciggle rozwigzania stacjonarne. Nieciggle
equilibrium ({) otrzymane jest w sytuacji gdy istnieje state equilibrium (%) spel-
niajgce postulowane w rozprawie warunki, w tym warunki zwigzane z istnieniem
w otoczeniu V funkeji ki, ko klasy C2?, dla ktérych £(k;(-),-) = £(ka(-),+) = 0 oraz

U=Kk(V), k(V)#k(V)

W tej sytuacji dostaje sie

u(V(@), zem,
Vi) = {kQ(V(:c)), e

i pokazuje, ze U pozostaje wowezas blisko k;(V) w L®(Q;), 7 = 1,2, jak réwnie
V pozostaje blisko V w L>®(Q) tak, iz

U ~ ki (V)llzoo(@n) + 11U = ka(V)llzeo) < Ce, |V — Vizoeey <,

gdzie 1,0y C Q sa otwarte i roztaczne, 2 C Q3 Uy, a || < é dla pewnego
¢ > 0. Przeprowadzona nastepnie analiza prowadzi do sformulowania warunkdw
wystarczajacych, by otrzymane nieciggle equilibrium (¥ ) bylo eksponencjalnie je-
dnostajnie asymptotycznie stabilne. Warunki te sa wyrazone w rozprawie przy po-
mocy zatozed o £,(U, V), £,(U, V), gu(U, V), ,(U, V), fu(ko(V), V), g.(k1(V), V),
9.(k2(V), V), majacych w szczegblnoéci forme ograniczen spektralnych. Przy tym e
oraz ¢ wymienione w rozwazaniach zwigzanych z istnieniem niecigglego equilibrium
obiera sie male; z kolei wspolczynnik dyfuzji v przyjmuje sie dla ogdlnego modelu
duzy, co przeklada sie na mozliwosé wykorzystania udowodnionego odrebnie efektn
perturbacyjnego i pokazanie w dalszej czesci badan nieciaglego equilibrium (¥),
iz pélgrupa generowana w LP(£2)"*1, 1 < p < oo, przez operator w liniowej czesci
gléwnej modelu zlinearyzowanego jest jednostajnie asymptotycznie stabilna. Dla
rozwazanego zagadnienia poczatkowo-brzegowego pokazane jest wéwczas, iz przy
K > 0 i dostatecznie malym % > 0 daje sie dobraé pewne C = 1, przy ktérym dla
1y € (L®(Q))" oraz vy € C(Q) takich, ze (352) lezy we wnetrzu kuli w L®(Q)"+!
o $rodku () i promieniu %, rozwigzanie nigdy nie opusci tej kuli istniejac glo-
—balnii dla t > 01 pozostajac w odleglosci od equilibrium oszacowanej od géry przez
K £t

Z@»ez.

3



Zaréwno dla regularnych jak i niecigglych equilibriéw uzyskane wyniki zilustro-
wane sg zastosowaniami do przykladéw konkretnych zagadnien opisywanych przez
uklad zlozony z réwnania zwyczajnego i réwnania reakcji-dyfuzji, co w szczegdl-
nosci pokazuje efektywnosé przyjmowanych zalozen.

Dla obydwu typéw badanych w rozprawie modeli rozwazania zwigzane z uzy-
skanymi rozwigzaniami stacjonarnymi sg dodatkowo rozszerzone o ilustracje nu-
meryczne.

Caloé¢ rozprawy pokazuje szeroks specjalistyczna wiedze matematyczng mgr.
S. Cygana oraz bieglo$¢ stosowania jej w prowadzonych badaniach. W przeprowa-
dzonej w rozprawie analizie mozna dostrzec zaréwno wykorzystanie wielu ogdlnych
metod, w tym metod wariacyjnych, twierdzeni o punkcie statym, teorii péigrup, teo-
rii réwnan eliptycznych, metod numerycznych, jak réwniez subtelne zastosowanie
bardziej szczegdlnych faktéw o specjalistycznym charakterze.

Bogata bibliografia i liczne do niej odniesienia odrebnie uwidaczniajg erudycje
mgr. S. Cygana jak réwniez aktualnosé badan i dobre ich umiejscowienie w litera-
turze. Rozprawa jest interesujgca naukowo i jest w niej widoczne, iz mgr. S. Cygan
ma duzy potencjal badawczy. Mnie w rozprawie najbardziej podobala sie analiza
zwigzana z badaniem equilibriéw ukladéw obejmujacych réwnania zwyczajne i ré-
wnanie reakcji-dyfuzji, bedaca moim zdaniem na wysokim poziomie nankowym.
Uzyskane efekty stabilnosci nieciaglych equilibriéw oraz niestabilnoéci equilibriéw
regularnych s konsekwencjg delikatnych co do natury rozwazan dotyczacych spe-
ktrum operatoréw wynikajgcych z linearyzacji i przeprowadzona w tym zakresie
analiza budzi moje uznanie.

Podsumowujac, z pelnym przekonaniem stwierdzam, iz spelnione zostaly wy-
mogi ustawowe i z przyjemnosciag wnioskuje o dopuszczenie mgr. S. Cygana do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Uwazam rozprawe doktorsksg Pana magistra Szymona Cygana za wyrdzniajaca
sie poziomem naukowym.

Cllceteve

Jan Cholewa,



